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Buku siswa ini digunakanuntuk pegangan siswa SMA Kelas XI yang
disusun berdasarkan Kurikulum Sekolah Penggerak. Buku siswa ini disusun
dengan mengembangkan kompetensi abad 21, nilai-nilai Pancasila dan
menjawab tantangan era revolusi industri 4.0. Setiap bab dalam buku ini
diupayakan untuk mengembangkan kompetensi siswa yang terkait dengan
berpikir tingkat tinggi, berpikir kritis dan pemecahan masalah, kreatif dan
inovatif, komunikatif, dan kolaboratif, memuat literasi informasi, media, dan
teknologi yang diperlukan di era revolosi industri 4.0. Siswa perlu terlibat
aktif untuk mencari tahu dan mengeksplorasi matematika.

Setiap bab dalam buku ini berisi fitur-fitur yang tidak hanya dapat
digunakan siswa untuk mengembangkan kecakapan matematika, tetapi juga
untuk mengembangkan kompetensi-kompetensi yang lebih luas. Penyajian
materi dalam buku ini disusun agar siswa dapat mengeksplorasi matematika
dan menemukan nilai-nilai yang bermakna dalam kehidupan sehari-hari.

Buku ini terbagi menjadi lima bab. Bab pertama adalah Bilangan
Kompleks. Bab kedua adalah Polinomial. Bab ketiga dan keempat adalah
Matriks dan Transformasi Geometri. Bab kelima adalah Fungsidan Pemodelan.
Melalui pembelajaran dalam setiap bab tersebut, siswa diharapkan dapat
menyelesaikan Capaian Pembelajaran yang telah ditentukan.

Jakarta, Oktober 2021

Tim Penulis
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Petunjuk Penggunaan Buku

@ Peta Konsep dan Kata Kunci

|

Peta konsep tersusun atas diagram yang menunjukkan koneksi antarkonsep
dalam bab tertentu. Bagian ini dapat kalian gunakan untuk melihat gambaran
umum keterkaitan topik-topik matematika yang akan dipelajari di dalam
bab tersebut. Bagian kata kunci terdiri dari istilah-istilah penting yang akan
disebutkan dalam bab tersebut.

C{% Pengantar Bab

Apa menariknya materi dalam bab yang akan kalian pelajari? Kalian dapat
menemukannya di bagian pengantar bab. Bagian ini berisi cerita atau fakta
menarik tentang materi di dalam bab tersebut.

|

N
4Q Eksplorasi

Untuk belajar matematika, kalian tidak hanya sekadar membacanya tetapi
juga perlu melakukannya. Bagian eksplorasi ini memfasilitasi untuk
melakukan dan menjelajah matematika secara terbimbing.

©
2
o
=
5
L

Bagian-bagian penting dalam materi, seperti definisi dan sifat, disajikan
dalam bentuk kolom-kolom materi. Hal ini ditujukan agar kalian dengan
mudah dapat menemukan dan membacanya kembali.

j Mari Mencoba

l

Apakah kalian ingin mengetahui bagaimana penggunaan materi yang kalian
pelajari untuk menyelesaikan soal? Kalian dapat melihatnya di bagian
Contoh Soal. Setelah melihat contoh tersebut, apakah kalian ingin berlatih
mengerjakan soal yang serupa? Kalian dapat mengerjakan soal-soal dalam
bagian Mari, Mencoba.

Xiii
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(- Mari Berpikir Kritis

Adanya kolom Mari, Berpikir Kritis merupakan suatu upaya untuk
membentuk kalian menjadi pelajar Pancasila yang siap hidup di abad 21.
Kolom ini mengajak kalian membiasakan diri untuk tidak hanya menerima
informasi yang diperoleh, tetapi juga untuk menganalisis, merefleksikan,
dan membuat keputusan terhadap informasi tersebut. Bagi guru, kolom
ini dapat digunakan dalam pembelajaran di kelas atau sebagai tugas yang
dikerjakan di luar kelas.

o Mari Berpikir Kreatif
NS

N

Kolom Mari, Berpikir Kreatif sejalan dengan upaya untuk menjadikan kalian
pelajar Pancasila yang hidup di abad 21. Kolom ini berisi permasalahan yang
mengajak kalian untuk mengkreasi gagasan yang orisinal, bermakna, dan
berdampak bagi pembelajarannya sendiri ataupun orang lain.

l

EVV; Mari Berkolaborasi

Kolom Mari, Berkolaborasi bertujuan untuk membudayakan kolaboratif.
Kolom ini dimaksudkan agar kalian siap menghadapi abad 21 yang sangat
terkoneksi satu sama lain. Permasalahan dalam kolom ini perlu kalian
kerjakan dalam kelompok atau berpasangan.

i

|i' Mari Mengomunikasikan
-

~

Kolom Mari, Mengomunikasikan bertujuan untuk melatih komunikasi
matematis kalian. Di dalam kolom ini, kalian akan menjumpai permasalahan
yang meminta untuk menganalisis dan mengevaluasi pemikiran atau
strategi orang lain. Selain itu, di kolom tersebut kalian juga akan diajak
untuk mengomunikasikan pemikiran dan strategi secara koheren kepada
orang lain.
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és Matematika dan Sains

Kolom Matematika dan Sains berisi cerita atau fakta yang menunjukkan
dekatnya Matematika dengan Sains. Berdasarkan kolom tersebut, kalian
diharapkan menjadi lebih tertarik mempelajari matematika dan mendapatkan
informasi-informasi di luar matematika yang berguna.

@
‘!lil. Matematika dalam Budaya

oy

Matematika ada di mana-mana, termasuk di dalam budaya. Kurang lebih
seperti itu pesan yang ingin disampaikan oleh fitur ini. Di dalam fitur ini,
kalian akan diperlihatkan bagaimana matematika muncul dalam budaya-
budaya tertentu. Melalui fitur ini, diharapkan akan lebih mencintai dan
menghargai matematika.

Z,/ Latihan

|

Latihan terdiri dari dua bagian, yaitu Pemahaman Konsep dan Penerapan
Konsep. Bagian Pemahaman Konsep berisi soal-soal yang bertujuan untuk
memeriksa konsep-konsep penting yang diajarkan. Bagian Penerapan Konsep
berisi soal-soal dan masalah-masalah yang meminta kalian menerapkan
konsep-konsep matematika yang telah dipelajari dan mengintegrasikannya

untuk menyelesaikan masalah.

Rangkuman

7

Bagian ini berisi rangkuman dan ringkasan dari materi penting yang disajikan
dalam suatu bab. Rangkuman ini dapat kalian gunakan untuk mengingat
kembali apa saja yang telah dipelajarinya di dalam bab tersebut.

|

Ill\/ Uji Kompetensi

Uji Kompetensi terdiri dari soal-soal yang dibagi menjadi tiga kategori,
yaitu Uji Pemahaman, Penerapan, dan Penalaran. Soal-soal yang masuk ke
dalam kategori Uji Pemahaman merupakan soal-soal yang sejalan dengan

XV



tujuan pembelajaran yang ditetapkan. Soal-soal dalam kategori Penerapan
merupakan soal-soal penerapan matematika dalam kehidupan sehari-hari.
Kategori Penalaran berisi soal-soal yang mengajak kalian bernalar dan
membuktikan pernyataan matematis.

}4 Proyek

Fitur Proyek ini berisi masalah atau tugas. Di dalam proyek tersebut,
kalian diminta mengintegrasikan pengetahuan dan keterampilan untuk
menyelesaikan masalah atau tugas.

Bagian Refleksi terdiri dari dua bagian. Di bagian pertama, kalian diminta
untuk menceritakan manfaat yang kalian terima setelah mempelajari materi
dalam bab tertentu. Di bagian kedua, kalian diajak untuk mengevaluasi diri
terhadap pengalaman belajar yang telah kalian alami.

. Pengayaan

:

Semua materi tidak mungkin disediakan di dalam sebuah buku. Oleh karena
itu, bagian pengayaan ini memberikan informasi bagi siswa jika mereka

ingin memperdalam dan memperkaya pengetahuan dan keterampilan yang
relevan.
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Pernahkah kalian melihat suatu persoalan yang tidak dapat
diselesaikan dalam himpunan bilangan real? Apa yang dilakukan un
menyelesaikan persoalan-persoalan tersebut?



Tujuan Pembelajaran
Setelah mempelajari bab ini, kalian diharapkan memiliki kemampuan sebagai
berikut.

. Menjelaskan pengertian dan bentuk bilangan kompleks

. Melakukan operasi-operasi pada bilangan kompleks serta
menggunakan sifat-sifatnya untuk penyelesaian masalah

. Menjelaskan bentuk konjugat dan modulus bilangan kompleks, serta
menggunakan sifat-sifatnya untuk penyelesaian masalah

@ Peta Konsep dan Kata Kunci

Bentuk Polar

)

Bentuk Eksp

Bentuk Kartesi

Bilangan Komplek
[T

Bilangan Kompleks, Notasi Bilangan Kompleks, Bidang
Kompleks, Operasi Bilangan Kompleks, Bentuk Kartesius,
Bentuk Polar, Bentuk Eksponen, Akar Panghkat

Kata

Kunci
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C{g Pengantar Bab

Solusi Persamaan Kuadrat

Salah satu pertanyaan yang muncul
saat kalian sedang mempelajari
suatu  persamaan aljabar ialal
menentukan solusi dari persamaar!
tersebut. Pada saat menyelesaikan
persamaan tersebut, sering ditemukan
persamaan-persamaan yang tidak

mudah diselesaikan. Bahkan ada

persamaan-persamaan yang tidak ada solusinya pada himpunan bilangan
real. Contohnya diberikan persamaatt+ 1 = 0 maka diperolek’= -1. Pada
himpunan bilangan real, diketahui setiap bilangan kuadrat tidak mungkin
bernilai negatif. Oleh karena itu, persamaan tersebut tidak dapat diselesaikan
dalam himpunan bilangan real.

Di Bab 1 ini, kita akan mempelajari bilangan kompleks. Dengan
memanfaatkan konsep bilangan kompleks, kita dapat mempelajari
bagaimana peranan bilangan kompleks dalam memberikan solusi yang tidak
dapat diselesaikan dalam himpunan bilangan real. Mari, kita belajar bilangan
kompleks dengan penuh semangat!

A. Bilangan Kompleks J

Ketika di sekolah menengah pertama, kalian telah mempelajari persamaan
kuadrat. Salah satu hal yang sering ditanyakan ketika membahas tentang
persamaan kuadrat adalah solusi dari persamaan kuadrat tersebut.
Akitvitas eksplorasi berikut, akan membantu kalian memahami pentingnya
mempelajari bilangan kompleks.
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4ﬁ Eksplorasi

Solusi Persamaan Aljabar

Diberikan sebuah persamaan kuadsdt 1 = 0 tentukarx yang memenuhi
persamaaan tersebut. Untuk mendapatkan niaiperhatikan langkah-
langkah berikut.

X X X Bentuk faktorisasi

0 x X
X atau x Sifat perkalian bilangan real, 0
x lataux 1 jika dan hanya jikea =Oataub =0

Perhatikan persamaan kuadrat+ 1 = 0. Dapatkah kalian menentukan
yang memenuhi persamaaan tersebut? Apa yang dapat kalian peroleh dari
hasil tersebut?

Berdasarkan eksplorasi tersebut, kita tahu bahwa tidak ada bilangan real
X yang memenuhi persaman kuadrat+1=0. Hal ini disebabkam yang

memenuhi persamaan kuadrat tersebut adalah / 1 atau x + 1.

Sedangkan pada himpunan bilangan redk bernilai real untukx adalah
bilangan real nonnegatif.

Untuk mencari solusi dari persamaan kuadsdt- 1 = 0, atau bentuk-
bentuk persoalan lainnya yang tidak dapat diselesaikan pada himpunan
bilangan real, diperlukan himpunan bilangan yang lebih luas. Pada bab ini
kalian akan mempelajari tentang bilangan kompleks sebagai perluasan dari
bilangan real.

1. Pengertian Bilangan Kompleks
Sebelum mengenal bentuk dari bilangan kompleks, kerjakan aktivitas
eksplorasi berikut.
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4ﬁ Eksplorasi

Mengenal Bentuk Bukan Bilangan Real

Di jenjang sekolah menengah pertama kalian telah belajar tentang

bentuk-bentuk bilangan real. Pada aktivitas ini, kalian akan menggunakan

pengetahuan mengenai bentuk-bentuk bilangan real untuk mengindentifikasi

bentuk-bentuk mana saja yang merupakan bilangan real dan bukan bilangan
real.

1. Kelompokkan bentuk-bentuk bilangan berikut menjadi dua bagian.

2[2,—8,\/1_1, J ,2,J1dan

Setelah selesai mengelompokkannya, jelaskan alasan kalian dalam
mengelompokkan bentuk-bentuk tersebut!

2. Salah satu cara untuk mengelompokkan bentuk-bentuk bilangan pada
bagian 1 adalah sebagai berikut.

Kelompok 1:242, -8, 2, dan J

1
Kelompok 2: , N ,dan+v 1
P Vv 1

Menurut kalian, apa dasar pengelompokkan tersebut?

3. Pada bagian 2, bentuk-bentuk bilangan pada kelompok 1 disebut dengan
kelompok bilangan real, sedangkan bentuk-bentuk pada kelompok 2
bukanlah bilangan real. Apa yang dapat kalian simpulkan?

Pada eksplorasi tersebut, kalian telah mengenal beberapa bentuk yang bukan
bilangan real. Bentuk-bentuk bukan bilangan real di atas menjadi dasar
untuk memahami bilangan kompleks. Secara definisi bilangan kompleks
adalah sebagai berikut.

Bab 1 | Bilangan Kompleks H_I



(1%RMW M

Pengertian Bilangan Kompleks

Bilangan kompleks ialah suatu bilangan yang terdiri atas bagian real
dan bagian tidak real, bagian tidak real sering dinyatakan sebagai bagian
imajiner.

Didalam memahami Definisi 1.1, diberikan notasi Euler untuk menyatakan

bentuk yang bukan bilangan real yakmidimanai?=-1, sehingga bentuk

J 1 dapat dinyatakan dalam bentuk 1. Lebih jauh, untuk memahami
pengertian dari bilangan kompleks dapat dilihat dalam contoh berikut.

Contoh 1.1

l1IRKMHIRXMYZOEWM &MPERKER /SQTPIOW
Tentukan bagian real dan imajiner dari bilangan kompleks berikut

a). 2+

b.

). V2

d. v

Alternatif Penyelesaian

a). Bentuk i i memiliki bagian real dan bagian imajiner, yakni 2
adalah bagian real dan 1 bagian imajiner

b). Bentuk <  dapat dinyatakan sebagai ~ i, sehingga 2
adalah bagian real dan —2 bagian imajiner

c). Bentuk bilangan real</2 juga dapat dipandang sebagai bilangan

kompleks karena bentuk/2 dapat dinyatakany i sehingga~/2
adalah bagian real danliagian imajiner

d). Bentuk +/ J v Vi adalah bilangan kompleks

dikarenakan memuat bagian real yakni 0 dan bagian imajiner yakfz .
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Tentukan bagian real dan imajiner dari bilangan kompleks berikut!

b). 2 i?
C) N
d). i

Secara umum notasi bilangan kompleks dinyatakan dalam bentuk
untuk suatu a,b bilangan real. Contohnya bilangan kompleks

2 i dan  dapat dituliskan sebagai 2 dan v .
6HGDQJIJNDQ KLPSXQDQ ELODQJDQ NRPSOHNV GLQR\

EV |i' Mari Mengomunikasikan
= ( 1<

Kalian telah mengetahui pengertian dari bilangan kompleks. Berikan
pendapatmu, apakah himpunan bilangan real bagian dari himpunan
bilangan kompleks? Jika iya, jelaskan alasannya!

Setelah memahami pengertian bilangan kompleks kita dapat
menyelesaikan persamaan kuadeét+ 1 = 0, yakni solusi dari persamaan
kuadrat tersebut adalah atau . Untuk memahami bagaimana
solusi persamaan kuadrat dapat diselesaikan dengan memanfaatkan bilangan
kompleks. Perhatikan contoh berikut.

Contoh 1.2

Persamaan Kuadrat
Tentukan solusi dari persamaan kuadrat
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Alternatif Penyelesaian
Dengan manfaatkan rumus kuadratik untuk persamaan kuadrat
, diperoleh solusi persamaan kuadrat adalah

' o atau,

NN

Tentukan solusi dari persamaan kuadrat

Vol

dan

2. Bentuk - Bentuk Bilangan Kompleks

Kalian telah mengetahui pengertian dari bilangan kompleks dan contoh
bilangan kompleks, seper2ii, 2-i, dan lain-lainnya. Bentuk-bentuk tersebut
dinamakan bentuk kartesius bilangan kompleks dan dinyatakan dalam
definisi berikut.

(1%RMW M

Bentuk Kartesius Bilangan Kompleks
Bilangan komplekg yang dinyatakan dalam bentuk

Z=X+Iy
denganx, y bilangan real disebut sebadaentuk kartesius .
Berdasarkan Definisi 1.2, bilangandisebut bagian real daz yang
dinotasikan dengan =z atau dan bilangany disebut bagian
imajiner dariz dinotasikan dengan z atau

Selain itu, bentuk bilangaz = x + iy dapat juga dinyatakan dalam
bentuk pasangan terurut = (x,y) Secara geometri, bilangan kompleks dapat
direpresentasikan dalam sistem koordinat yang biasanya dinyatakan sebagai
bidang kompleks. Bagian real dari bilangan kompleks dinyatakan pada
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sumbu garis horizontal dan bagian imajiner bilangan kompleks dinyatakan
pada garis vertikal, seperti pada gambar berikut ini.

Im(2)

- . Re(2)

Gambar 1.1 Bilangan Kompleks pada Bidang Kompleks.
Untuk memahami tentang representasi bilangan kompleks pada bidang
kompleks, perhatikan contoh berikut.

Contoh 1.3

Bilangan Kompleks pada Bidang Kompleks
Gambarlah bilangan kompleks berikut pada bidang kompleks.

a).

b).

C).

Alternatif Penyelesaian

Dengan memanfaatkan pengetahuan tentang koordinat kartesius, maka diperoleh
ilustrasi bilangan kompleks tersebut pada bidang kompleks berikut ini.

z

Gambar 1.2Bilangan Z,, Z,, danZ, pada Bidang Kompleks
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Gambarlah bilangan kompleks berikut pada bidang kompleks.
a).
b).
C). z

Perhatikan kembali ilustrasi Gambar 1.1, terdapat sudut yang terbentuk
antara garis dari titik ke bilangan kompleksdengan sumbu real. Dengan
memanfaatkan aturan trigonometri maka kita dapat menyatakan bilangan
kompleksz =x +iy dalam bentuk lain, yakni dinamakan bentuk polar. Untuk

menyatakan bilangan kompleks dalam bentuk polar, perhatikan ilustrasi
gambar berikut.

Im(2)

Gambar 1.3 Representasi Bentuk Polar Bilangan Kompleks pada Bidang Kompleks

Perhatikan Gambar 1.3, dapat dilihat terdapat sudut antara sumhu
dan garis penghubung titilz dan titik 0. Bentuk ini memberikan ide peng-
gunaan aturan trigonometri untuk merepresentasikan bilangan kompleks.

Berdasarkan sifat Trigonometri diperoleh — dan —, akibatnya

dan dengan N Akibatnya, diperoleh
. Bilangan komplekg = r (cos
\ L VLd@ebut sebagai bentuk polar dan dapat dinyatakan juga sebagai
atau
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Bentuk Polar Bilangan Kompleks
Misalkan x,y bilangan real maka bilangan kompleks=x+iy dapat
dinyatakan dalam bentuk polar yakni,

dengan , dan

Untuk memahami bentuk polar dari bilangan kompleks dapat dilihat
dalam contoh berikut.

Contoh 1.4

Bentuk Polar Bilangan Kompleks
Tentukan bentuk polar dari bilangan kompleks berikut.

a). 1
b). 3
Alternatif Penyelesaian

a). Bilangan kompleks 1  mempunyair + J dan

dan ——. Salah satu nilai\ yang memenuhi adalah=45°. Jadi
bentuk polar dari bilangan komplek 1  adalah J v
b). Bilangan kompleks 3  mempunyai r < dan
— dan . Dengan memanfaatkan sudut istimewa
trigonometri maka diperoleh t. Jadi bentuk polar dari bilangan
kompleks /3 adalah >

Tentukan bentuk polar dari bilangan kompleks berikut.

a). i
b). i

Bab 1 | Bilangan Kompleks n_l



Selain itu, terdapat suatu identitas yang menyatakan . Dengan
memanfaatkan identitas tersebut, maka bilangan kompleks
bisa dinyatakan dalam bentuk . Bentuk bilangan

kompleks disebut sebagai bentuk eksponen. Adapun definisi bentuk

eksponen bilangan kompleks dinyatakan sebagai berikut.

(1%RMW M

Bentuk Eksponen Bilangan Kompleks
Misalkan adalah bentuk polar bilangan kompleks
makaz dapat dinyatakan dalam bentuk eksponen yakni,

dengan

Untuk memahami bentuk eksponen dari bilangan kompleks dapat dilihat

dalam contoh berikut.

Contoh 1.5

Bentuk Eksponen Bilangan Kompleks
Tentukan bentuk eksponen dari bilangan kompleks berikut.

a). R
b. P

Alternatif Penyelesaian
a). Bilangan kompleks ® dapat dinyatakan dalam
bentuk eksponen yakni

D

b). Bilangan kompleks dapat dinyatakan dalam

bentuk eksponen yakni /-
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Tentukan bentuk eksponen dari bilangan kompleks berikut.

a). b

D

b).

ae e e s e e e e s s s e e e e e s s A e e e e e e e e e e S s |

Selanjutnya, dua bilangan kompleks , ,dan , , , dikatakan
sama jika setiap bagian realnya sama dan bagian imajinernya sama, atau
z=z, jika dan hanya jikax=x, dany=y,. Untuk memahami hal ini, dapat
dilihat pada contoh berikut.

Contoh 1.6

Kesamaan Dua Bilangan Kompleks
Tentukan apakah setiap bilangan kompleks berikut sama atau berbeda.

a). dan
b). ; 1 dan

c). , 1 dan

Alternatif Penyelesaian

a). Bilangan kompleks berbeda , karena bagian real dari
z, adalah 3 dan bagian real dagadalah 4. Selain itu, bagian imajiner dari
z, adalah -2 dan bagian imajiner dajadalah 2. Karena z z z
dan =z z z makadiperolehz zz.

b). Bilangan kompleks , 1  berbeda , Meskipun z z,
namun bagian imajiner dad, adalah 1 dan bagian imajiner dagiadalah
-1. Dikarenakan z z z makadiperolelz zz.

c). Bilangan kompleks , 1 sama . Karena z z
z z maka diperolerz  z .
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Tentukan apakah setiap bilangan kompleks berikut sama atau berbeda.

a). dan
b). . dan
c. , 1 dan

e e e e e e e e R e e e e e e e e e e |

Bilangan kompleks

Kerjakan latihan berikut dengan tepat dan benatr!

Pemahaman Konsep
1. Benar atau salalsetiap bilangan real adalah bilangan kompleks

2. Benar atau salalBilangan kompleks mempunyai 3 bentuk yakni bentuk
kartesius, bentuk eksponen, dan bentuk logaritma.

3. Benar atau salatBilangan kompleks jika digambarkan pada
bidang kompleks, maka berada dikuadran IIl.

Penerapan Konsep

4. Nyatakan bilangan kompleks 2 dalam bentuk polar dan eksponen.

5. Tentukan bilangarx dany dengan dan agarz z!

6. Tentukan solusi dari persamaan kuadrat x !

7. Tentukan persamaan kuadrat yang mempunyai solusi 1  dan

B. Operasi pada Bilangan Kompleks )

Pada subbab sebelumnya kalian telah mempelajari tentang pengertian dan
bentuk bilangan kompleks. Bilangan kompleks dimasukkan juga sebagai
Perluasan bilangan real. Pada bilangan real, kita sudah mengenal bagaimana
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operasi penjumlahan, perkalian dan pembagian. Pada bagian ini, akan
dipelajari tentang operasi penjumlahan, perkalian, dan pembagian dari
bilangan kompleks.

1. Operasi Penjumlahan pada Bilangan Kompleks

Proses menjumlahkan dua bilangan kompleks dan mengalikan skalar
dengan bilangan kompleks juga dapat digambarkan dengan grafik seperti
menjumlahkan dua vektor. Ketika menjumlahkan dua bilangan kompleks
dengan menggunakan grafik, hal pertama yang dilakukan kita tarik ruas
garis dari titik pusat bidang kompleks ke posisi bilangan kompleks, seperti
yang ditunjukkan Gambar 1.4. Hasilnya, penjumlahan dari dua bilangan
kompleks merupakan titik ujung diagonal jajar genjang.

A

A A

\J
\J

Gambar 1.4 Penjumlahan Dua Bilangan Kompleks
Secara geometris, bilangan kompleks yang merupakan hasil Kkali
antara bilangan kompleks dan skalarc memiliki panjang ¢

kali ./ 2 2. Gambar 1.5 berikut mengilustrasikan perkalian bilangan
kompleks dengan skalar, serta pengurangan dua bilangan kompleks.

cz (cxcy z (xXvy
cr / z-2 /

z (xy xy

o N

Gambar 1.5 llustrasi Perkalian Skalar dan Pengurangan Bilangan Kompleks
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Agar dapat memahami lebih dalam tentang penjumlahan bilangan
kompleks, coba perhatikan Contoh 1.7 berikut.

Contoh 1.7

Penjumlahan Bilangan Kompleks
Misalkan diberikan bilangan kompleks dan
seperti pada Gambar 1.6 berikut. Tentukan hasil dari  ?

Alternatif Penyelesaian

Untuk menentukan penjumlahan dazj danz,, kalian dapat memanfaatkan
sifat penjumlahan vektor yang telah dipelajari pada kelas X. Perhatikan
ilustrasi Gambar 1.6 berikut.

Im(z)
z=(0,2
2 ez +tz=(1,2)
 §
r
1+ r +r
(0,0
: > Reg)
0 1

Gambar 1.6 Penjumlahan Bilangan Kompleks.
Secara sederhana, penjumlahan bilangan kompleks dan
dapat dinyatakan sebagai berikut.

Jika diberikan bilangan kompleks dan . Tentukanz z.
Jikaz z 1z ,bagaimanabentuk dagd z?
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Secara umum, penjumlahan dua bilangan kompleks dilakukan dengan
cara menjumlahkan setiap bagian real dan menjumlahkan setiap bagian

imajiner, yakni jika . 1 . 1 1 dan , maka

Penjumlahan dua bilangan kompleks beserta operasi-operasi lainnya
dirangkum berikut ini.

(1%RMW M

Penjumlahan dan Perkalian Skalar bilangan kompleks
Misalkanc adalah sebuah skalar, . .dan . . .merupakan
dua bilangan kompleks maka berlaku sifat sebagai berikut.

a). Penjumlahan bilangan kompleksdanz, adalah bilangan kompleks

b). Perkalian skalac danz, adalah bilangan kompleks

c). Negatif darz, adalah bilangan kompleks

d). Selisite, danz, adalah bilangan kompleks

Untuk lebih memahami penjumlahan bilangan kompleks dan perkalian
skalar, cermati Contoh 1.8 berikut.

Contoh 1.8

Penjumlahan Bilangan Kompleks dan Perkalian skalar
Jika — ~  dan J / , tentukan 2,
3 dan2
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Alternatif Penyelesaian
Dengan menggunakan definisi penjumlahan bilangan kompleks dan
perkalian skalar, kita peroleh hasil berikut.

e
s
Na
J
J
s
Diberikan dan . Tentukan z dan z z.

Kalian telah mempelajari tentang operasi penjumlahan dua bilangan
kompleks dan perkalian skalar bilangan real dengan bilangan kompleks. Di
aktivitas eksplorasi berikutnya kalian akan menyelidiki sifat-sifat operasi
bilangan kompleks. Apakah sifat-sifatnya sama-sama dengan sifat-sifat
operasi pada bilangan real? Mari, kita selidiki.

~
4@ Eksplorasi

Bagaimana sifat-sifat operasi bilangan kompleks?

Penjumlahan bilangan-bilangan real memiliki beberapa sifat, di antaranya
komutatif dan asosiatif. Sifat-sifat ini juga berlaku untuk perkalian bilangan-
bilangan kompleks. Selain itu, kalian juga telah mengetahui bahwa perkalian
bilangan real bersifat distributif terhadap penjumlahan. Apakah sifat-sifat
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ini juga berlaku pada operasi-operasi bilangan kompleks yang baru kalian
pelajari?

Untuk menemukan jawabannya, misalkan diberikan tiga bilangan
kompleks, yaitu
. 1 , dan
dan dua skalar, yaita = -4 dand = 7.

1. Tentukan hasil penjumlahan dua bilangan kompleks berikut.

Apa yang dapat kalian simpulkan?

2. Tentukan hasil penjumlahan tiga bilangan kompleks berikut.

Dari hasil tersebut, apa yang dapat kalian simpulkan?

3. Bilangan kompleks nol adalah bilangan kompleks yang semua bagian
real dan imajinernya nol, i . Tentukan penjumlaharz,
dengan 0.

z I
Apa yang kalian peroleh?

4. Tentukan hasil penjumlahan suatu bilangan kompleks dengan negatifnya
berikut.

z z !
Apa yang kalian peroleh?

5. Dua skalar dapat dikalikan dengan suatu bilangan kompleks dengan
cara atau . Tentukan hasil perkalian skalar berikut.
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Dari hasil tersebut, apa yang dapat kalian simpulkan?

6. Hitung hasil perkalian skalar dan penjumlahan bilangan kompleks
berikut.

Il
1 1 te

Apa yang dapat kalian simpulkan?

7. Tentukan hasil perkalian skalar dengan penjumlahan dua bilangan
kompeks berikut.

Apa yang dapat kalian peroleh?

8. Tentukan hasil perkalian skalar 0 dan 1 dengan bilangan kompigeks
berikut.

Apa yang dapat kalian peroleh dari hasil tersebut?

Berdasarkan eksplorasi sebelumnya, kita mendapatkan sifat-sifat operasi
pada bilangan kompleks sebagai berikut.

Sifat 1.1

Operasi Bilangan Kompleks
Misalkanz,z, danz,adalah bilangan kompleks, sedaand adalah skalar.

a. z zZ 7 2 Sifat komutatif

b. z z z z z z Sifat asosiatif

c. Z z Sifat identitas penjumlahan
d. z z Sifat invers penjumlahan
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e
f. Sifat distributif
g. Sifat distributif
h z z

i. z
Untuk lebih memahami penggunaan sifat-sifat tersebut, perhatikan Contoh
1.9 berikut.

Contoh 1.9

Menggunakan Sifat-Sifat Operasi Bilangan kompleks
Untuk sembarang bilangan komplekstunjukkan bahwa

Alternatif Penyelesaian

Untuk menunjukkan persamaan yang diberikan, kita gunakan sifat distributif
bersama dengan sifat perkalian dengan skalar nol. Untuk sembarang bilangan
kompleksz, berlaku

z z z z

Jadi, terbukti bahwa

Buktikan bahwa z - z  z untuk sembarang bilangan kompleks

Berikutnya kalian akan mempelajari bagaimana perkalian dua bilangan
kompleks dan pembagian dua bilangan kompleks.

2. Perkalian Bilangan Kompleks

Kalian telah mempelajari sifat penjumlahan bilangan kompleks, selanjutnya
akan kalian pelajari operasi perkalian dua buah bilangan kompleks. Untuk
memahami perkalian dua bilangan kompleks, perhatikan contoh berikut.
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Contoh 1.10

Perkalian Bilangan Kompleks
Misalkan diberikan bilangan kompleks dan maka
tentukanlah

Alternatif Penyelesaian
Perkalian yang diberikan dapat diselesaikan dengan cara berikut.

Z uz i i Persamaan yang diberikan

Berdasarkan sifat distributif
i i perkalian terhadap
penjumlahan
o Sifat perkalian bilangan
Fr kompleks dengan skalar

Jadi, hasil perkalian dari dan adaland — 3.
Misalkan diberikan bilangan kompleks, 1  dan -, maka

tentukanlahz uz .

N N N N e~~~ ~—
Proses perkalian bilangan kompleks memanfaatkan sifat distributif perkalian
dengan penjumlahan dan perkalian skalar dengan bilangan kompleks.
Berikut ini bentuk perkalian dua bilangan kompleks secara umum, misalkan

. . ,dan , , ,, makadiperoleh
z uz Persamaan yang diberikan

Berdasarkan sifat distributif perkalian
terhadap penjumlahan
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Sifat perkalian bilangan kompleks
dengan skalar

Jadi, diperoleh

Aktivitas eksplorasi berikutnya, kalian akan menyelidiki sifat-sifat
operasi bilangan kompleks. Apakah sifat-sifatnya sama-sama dengan sifat-
sifat operasi perkalian pada bilangan real? Matri, kita selidiki.

S
4ﬁ Eksplorasi

Bagaimana sifat-sifat operasi perkalian bilangan kompleks?

Perkalian bilangan-bilangan real memiliki beberapa sifat, di antaranya
komutatif, asosiatif, serta memiliki identitas dan invers (lawan). Selain itu,
perkalian bilangan real bersifat distributif terhadap penjumlahan. Apakah
sifat-sifat ini juga berlaku pada operasi perkalian bilangan kompleks yang
baru kalian pelajari?

Untuk menemukan jawabannya, misalkan diberikan tiga bilangan
kompleks, yaitu

. 1, , dan

dan dua skalar, yaite = -4 dand = 7.

1. Tentukan hasil perkalian dua bilangan kompleks berikut.

Apa yang dapat kalian simpulkan?

Bab 1 | Bilangan Kompleks B_I



Tentukan hasil perkalian tiga bilangan kompleks berikut.

V4 ZUuz =......

Dari hasil tersebut, apa yang dapat kalian simpulkan?

Bilangan kompleks satuan adalah bilangan kompleks yang bagian real 1
dan imajinernya nol, 1= (1,0). Tentukan perkalgdengan 1.

Apa yang kalian peroleh?

Hitung hasil perkalian bilangan kompleks dengan penjumlahan bilangan
kompleks berikut.

Apa yang dapat kalian simpulkan?

Berdasarkan eksplorasi sebelumnya, kalian mendapatkan sifat-sifat perkalian
pada bilangan kompleks sebagai berikut.

Sifat 1.2

Operasi Perkalian Bilangan Kompleks
Misalkanz,, z,, danz,adalah bilangan kompleks maka diperoleh:

1.

2.
3.

Sifat Komutatif

zZ 7z z 2
z z z z z z Sifat Asosiatif
1z z z1 Sifat Identitas Perkalian

7 7z 7 7 7 7 7 Sifat distributif perkalian terhadap
penjumlahan
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Untuk lebih memahami penggunaan sifat-sifat tersebut, perhatikan Contoh
1.11 berikut.

Contoh 1.11

Menggunakan Sifat-Sifat Perkalian Operasi Bilangan Kompleks
Untuk sembarang bilangan kompleks dan z, tunjukkan bahwa

Z Z z 27 7.

Alternatif Penyelesaian
Untuk menunjukkan persamaan yang diberikan, gunakan sifat distributif
bersama dengan sifat komutatif. Perhatikan bahwa,

zZ 2z z z z z Persamaan yang diberikan

Sifat distributif perkalian
terhadap penjumlahan

Sifat distributif perkalian

zz zz 7z 12 terhadap penjumlahan

z 77 z Sifat komutatif perkalian

Jadi, terbukti bahwaz z y4 27 7.

Buktikan bahwa z z z zz 2z untuk sembarang bilangan
kompleksz, danz,
[ e L T e e et as |

Kalian akan mempelajari bagaimana bentuk invers perkalian dari bilangan

kompleks. Misalkan diberikan bilangan kompleks odan ‘!
invers perkalian darz maka diperoleh

1+ z z* Persamaan yang diberikan

Sifat perkalian dua bilangan
kompleks
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Berdasarkan Definisi 1.2 tentang kesamaan 2 bilangan kompleks, maka
diperoleh

1 Persamaan 1
0 Persamaan 2

Kalikanx pada persamaan 1 dan kaligmada persamaan 2, maka diporoleh

2 Persamaan 3

Persamaan 4

Jumlahkan Persamaan 3 dan 4, maka diperoléh % . Dengan

menyederhanakan bentuk persamaan ini maka diperoleh , .
Selanjutnya, substitusikan ke dalam Persamaan 2, didapat

2 2"

Karena hal ini berlaku untuk sembaragdpilangan kompleks tak nol, artinya

juga berlaku untukx yang tak nol maka diperoleh 3.

Jadi, diperoleh, adalah
invers dari

Untuk lebih memahami bentuk invers dari bilangan kompleks, perhatikan
Contoh 1.12 berikut.

Contoh 1.12

Invers Bentuk Bilangan Kompleks
Diberikan bilangan komplekz=(1,-1), tentukan invers dazi

Alternatif Penyelesaian

Perhatikan untuk bilangan kompleks , maka diperoleh bentuk

invers . Akibatnya, diperoleh
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invers dari 1 adalah atau dapat

dituliskan

Diberikan bilangan kompleks, 1 dan , tentukan invers dari

zZ Z.

Mari Berpikir Kreatif

7

Dengan memanfaatkan pengetahuan yang ada, bisakah kalian menentukan

bagian real dan bagian imajiner dari bilangan kompleks ?
Kemudian, jelaskan bagaimana caranya mendapatkan bagian real dan

bagian imajner dari bilangan kompleks tersebut?

Kalian telah mempelajari tentang sifat-sifat operasi penjumlahan dan
perkalian bilangan kompleks, dari hasil tersebut dapat kita simpulkan
sebagai berikut.

Sifat 1.3

Sifat Operasi pada Bilangan Kompleks

a). Jkaz z « " makaz z 7
b). Jikaz z « * makaz z ~

c. z z z z z 2z
d. z z z z z z
€.z z z 2z
Yz z z z

g). TerdapaD+ * sedemikian sehingg@ z z z 0 untuk setiaple ~
h). Terdapatl « ~ sedemikian sehingga z z z 1 untuk setiapz  »

Bab 1 | Bilangan Kompleks ﬂ_l



i). Misalkanz « » makaterdapatz ~ dimana berlakwz z

j). Misalkanz 0 ~ makaterdapaz * ~ dimanaberlakwe z*' 1
K. z z z z z z z

Operasi Bilangan Kompleks

Pemahaman Konsep
1. Benar atau salah Setiap penjumlahan bilangan kompleks akan
menghasilkan bilangan kompleks juga.

2. Benar atau salahlika diberikan bilangan kompleks dan ,

maka

3. Benar atau salahMisalkan z dan z, dua bilangan kompleks, maka

diperoleh z z

Penerapan Konsep
Tentukan hasil penjumlahan dan perkalian dua bilangan kompleks pada
nomor 4 dan 5.

4. dan
5. V' dan
s
Tentukan invers dari setiap bilangan kompleks pada nomor 6 dan 7.
6. 11
7. 1

8. Tentukan bilangan read dany yang memenuhi

9. Tentukan bilangan read dany yang memenuhi
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C. Konjugat, Modulus, dan Argumen Bilangan Kompleks Beserta
Sifat-Sifatnya

1. Konjugat Bilangan Kompleks
Kalian telah mempelajari tentang pengertian dan bentuk bilangan kompleks.

Perhatikan bahwa, setiap bilangan kompleks mempunyai

sekawannya yakni . Untuk memahami lebih detail tentang
sekawan bilangan kompleks perhatikan contoh berikut.

Contoh 1.13

Sekawan Bilangan Kompleks
Tentukan sekawan setiap bilangan kompleks berikut!
a). 2 i
b). 2
C). i
d). 3
Alternatif Penyelesaian.
a). Bilangan kompleks 2+mempunyai bentuk sekawan 2—

b). Bilangan 2 dapat dinyatakan dalam bentuk B+8ehingga bentuk
sekawan dari 240adalah 2-D= 2.

). Bilangan kompleks 3-+23+(—2) mempunyai bentuk sekawan 3—(23+2.

d). Bilangan kompleks i3dapat dinyatakan dalam bentuk O+3ehingga
bentuk sekawan dari O+&dalah 0—B--3i.

Tentukan sekawan setiap bilangan kompleks berikut!

a). 2 i°
b). 1

C). i

=l
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Bentuk sekawan bilangan kompleks yakni — dinamakan
juga sebagai konjugat dari bilangan kompleks . Adapun definisi
dari konjugat bilangan kompleks adalah sebagai berikut.

(1%RMW M

Konjugat Bilangan Kompleks
Misalkan adalah bilangan kompleks, konjugat damlinotasikan
zZ dan dinyatakan dalam bentuk

(— Mari Berpikir Kritis

Mungkinkah ada bilangan kompleksz=x+iy yang sama dengan
konjugatnya? Jika ada tentukan syarat suatu bilangan kompleks sama
dengan konjugatnya!

l

Di aktivitas eksplorasi berikutnya kita akan menyelidiki sifat-sifat operasi
konjugat bilangan kompleks. Apakah sifat-sifatnya sama dengan sifat-sifat
pada bilangan kompleks? Mari, kita selidiki.

N
4Q Eksplorasi

Bagaimana sifat-Sifat konjugat bilangan kompleks?

Apakah konjugat dari penjumlahan bilangan kompleks sama dengan jumlah
dari konjugat setiap bilangan kompleks? Apakah konjugat dari perkalian
dua bilangan kompleks sama dengan hasil kali dari setiap konjugat bilangan
tersebut?

Untuk menemukan jawabannya, misalkan diberikan dua bilangan
kompleks, yaitu.

. 1 dan ,
1. Tentukan hasil konjugat dari penjumlahan dua bilangan kompleks
berikut.
zZ z=......
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Apa yang dapat kalian simpulkan?

Tentukan hasil konjugat dari pengurangan dua bilangan kompleks
berikut.

Z Z=......

Z Z=......
Apa yang dapat kalian simpulkan?
Tentukan hasil konjugat dari perkalian dua bilangan kompleks berikut.

Z Uz =......

zuz=......
Apa yang dapat kalian simpulkan?
Tentukan hasil konjugat dari pembagian dua bilangan kompleks berikut.

Z Z=......

Z Z=......

Dari hasil tersebut, apa yang dapat kalian simpulkan?

Diberikan bilangan kompleksz=1+. Tentukan konjugat dari invers
bilangan kompleks berikut.

Apa yang dapat kalian simpulkan?

Diberikan bilangan kompleks , 1 maka diperoleh , 1
Kemudian tentukanlaty, = . . . . ..

Apa yang dapat kalian simpulkan?
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7. Tentukan hasil perkalian bilangan kompleks dengan konjugatnya
berikut.

Apa yang dapat kalian simpulkan?

8. Tentukan hasil pengurangan bilangan kompleks dengan konjugatnya
berikut.

Apa yang dapat kalian simpulkan?

9. Tentukan hasil penjumlahan bilangan kompleks dengan konjugatnya
berikut.

Apa yang dapat kalian simpulkan?

Berdasarkan eksplorasi sebelumnya, kalian mendapatkan sifat-sifat operasi
pada konjugat dari bilangan kompleks sebagai berikut.

Sifat 1.4

Operasi Konjugat Bilangan Kompleks
Misalkanz, z, danz, adalah bilangan kompleks maka diperoleh:

a.z z z z

b.z z z z

.z z z z

d). z Z:,untukz z
z  z
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Untuk lebih memahami penggunaan sifat-sifat tersebut, perhatikan Contoh
1.14 berikut.

Contoh 1.14

Operasi pada Konjugat Bilangan Kompleks
Misalkan diberikan bilangan kompleks , tentukan nilaix dany

yang memenuhi

Alternatif Penyelesaian
Perhatikan bahwa untuk bilangan kompleks , maka diperoleh

. Dengan memanfaatkan definisi konjugat

atau Sifat 3.1 (1) diperolen Karena ,
atauy—3 = 9 maka diperoleft = 12 darx sembarang bilangan real.

Misalkan diberikan bilangan kompleks , tentukan nilaix dany

yang memenubhi

') Mari Berpikir Kreatif
&

Diberikan bilangan kompleks . Bisakah kalian menyatakan
bagian reak dan imajinerz dalam bentukz dan z .

Bab 1 | Bilangan Kompleks E_I



2. Modulus dan Argumen Bilangan Kompleks
Pada subbab A telah diberikan representasi bilangan kompleks pada bidang
kompleks. Lihat kembali Gambar 1.3 pada subbab A sebagai berikut.

Im(2)
Z=Xx+1iy

Pada subbab A dijelaskan bahwa dengan memanfaatkan aturan Trigonometri
maka diperoleh dan dengan

Perhatikan bahwa, dinyatakan sebagai modulus dari Definisi
dari modulus dariz dinyatakan sebagai berikut.

(1%RMW M

Modulus Bilangan Kompleks
Modulus bilangan kompleks adalah

v

Untuk lebih memahami modulus dari bilangan kompleks, cermati contoh
berikut.

Contoh 1.15

Modulus Bilangan Kompleks

Tentukan modulus setiap bilangan kompleks berikut
a).

b). z, 2

C).

d).
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Alternatif Penyelesaian
a). Bilangan kompleks mempunyai modulusz ~ +/ v

b). Bilangarz,=2 dapat dinyatakan dalam bentuk 2#€ehingga mempunyai
modulusz

c). Bilangan kompleks mempunyaimodulug v

d). Bilangan kompleks dapat dinyatakan dalam bentuk O43ehingga

mempunyai modulusz

Tentukan modulus setiap bilangan kompleks berikut.
a). 2 i?

b). 1 .1
C). i

Di aktivitas eksplorasi berikutnya, kita akan menyelidiki sifat-sifat modulus
bilangan kompleks. Mari, kita selidiki.

%]
4Q Eksplorasi

Bagaimana sifat-sifat modulus bilangan kompleks?

Apakah modulus dari penjumlahan bilangan kompleks sama dengan jumlah
dari modulus setiap bilangan kompleks? Apakah modulus perkalian dari

perkalian dua bilangan kompleks sama dengan hasil kali dari setiap modulus
bilangan tersebut? Bagaimana sifat-sifat lainnya dari modulus bilangan

kompleks?

Untuk menemukan jawabannya, misalkan diberikan dua bilangan
kompleks, yaitu

. 1 dan ,
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1. Tentukan modulus dari bilangan kompleks berikut.

Apa yang dapat kalian simpulkan?

2. Tentukan hasil modulus dari pengurangan dua bilangan kompleks

berikut.
z Z =......
z Z =

Apa yang dapat kalian simpulkan?

Tentukan hasil kuadrat dari modulus bilangan kompleks berikut.

Dari hasil tersebut, apa yang dapat kalian simpulkan?

4. Tentukan hasil perkalian dari modulus bilangan kompleks berikut.

Dari hasil tersebut, apa yang dapat kalian simpulkan?

5. Tentukan hasil pembagian dari modulus bilangan kompleks berikut.

Dari hasil tersebut, apa yang dapat kalian simpulkan?
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6. Tentukan hasil penjumlahan dari modulus bilangan kompleks berikut.

Dari hasil di atas, apa yang dapat kalian simpulkan?

Berdasarkan eksplorasi sebelumnya, kita mendapatkan sifat-sifat operasi
pada modulus dari bilangan kompleks sebagai berikut.

Sifat 1.5

Operasi Modulus Bilangan Kompleks
Misalkanz, danz, adalah bilangan kompleks maka diperoleh:

a). [z | z| [z
b). lz z| |z z|
o. 2] |z| z z

d. z z| |z] |z|

Y [z z| [z] |z], lebih jauh diperolehz  z| [z]| |z|

Untuk lebih memahami penggunaan sifat modulus pada Sifat 1.5 perhatikan
Contoh 1.16 berikut.

Contoh 1.16

Modulus Bilangan Kompleks

Misalkan diberikan bilangan kompleks ——. Tentukanlahlz|.
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Alternatif Penyelesaian
i
i

Perhatikan bahwa untuk bilangan kompleks dapat dipandang

menjadi Z ; untuk dan . Sehingga diperoleh
\ oo
J v .

Misalkan diberikan bilangan kompleks ——. Tentukanlahz .

Kalian telah mempelajari modulus dari bilangan kompleks beserta sifat-
VLIDWQ\D 6HODQMXWQ\D SHUKDWLNDQ NHPEDOL *D
1.3 dinyatakan sebagai argumen darDefinisi dari argumen utama dazi

dinyatakan sebagai berikut.

(1%RMW M

Argumen Utama Bilangan Kompleks

Diberikan bilangan kompleks PDND i GLQ\DWDNDRQ
sebagai argumen utama dardan dinotasikan dengaArg(z GbDQ O
[ .d

Untuk lebih memahami argumen utama dari bilangan kompleks, cermati
contoh berikut.

Contoh 1.17

Argumen Utama Bilangan Kompleks
Tentukan argumen utama setiap bilangan kompleks berikut.

a). 1

b. 3
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Alternatif Penyelesaian
a). Memanfaatkan Contoh 1.4, bilangan kompleks 1  mempunyai

bentuk polar v ® . Oleh karena itu diperoleh argumen
utama dariz adalah ‘
b). Bilangan  kompleks J3 mempunyai  bentuk  polar

P . Oleh karena itu diperoleh argumen utama dari

z adalah t

Tentukan argumen utama bilangan kompleks berikut.

a). i
b). i

Argumen bilangan kompleks, bukanlah suatu besaran yang tunggal. Setiap

bilangan kompleksz mempunyai tak hingga banyaknya argumen yang

EHUEHGD VDWX VDPD ODLQQ\D GHQJDQ NHOLSDWDQ
, dengan memanfaatkan aturan pada trigonometri

diperoleh untuk

suatuk bilangan bulat.

Oleh karena itu, argumen dari bilangan kompleks dapat
dinyatakan

Contoh 1.18

Argumen Bilangan Kompleks
Tentukan argumen setiap bilangan kompleks berikut.

a. 1

b. 3
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Alternatif Penyelesaian
a). Memanfaatkan Contoh 1.17, argumen bilangan komplek& adalah
untuk k bilangan bulat.

b). Argumen bilangan kompleks J3  adalah untuk
k bilangan bulat.

Tentukan argumen bilangan kompleks berikut.

a). i
b).

Kalian telah mempelajari tentang kesamaan dua bilangan kompleks dalam
bentuk kartesius. Selanjutnya, misalkan diberikan dua bilangan kompleks

dalam bentuk polaryakni dan
makaz z jika dan hanya jikar r dan untuk k bilangan
bulat.

Untuk lebih memahami kesamaan dua bilangan kompleks dalam bentuk
polar, cermati contoh berikut.

Contoh 1.19

Kesamaan dua Bilangan Kompleks
Tentukan apakah setiap bilangan kompleks berikut sama atau berbeda.

a). > dan >
b). dan

Alternatif Penyelesaian

a). Perhatikan  bahwa t  dan *.  Karena
untuk berapapun nilak bilangan bulat maka

diperolehz zz .
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Perhatikan bahwa

b). z z dan ° °eoP maka
diperolehz z.

Tentukan apakah setiap bilangan kompleks berikut sama atau berbeda.

a). z dan °

b). ® dan

Selanjutnya, akan diberikan sifat-sifat dari argumen pada operasi bilangan
kompleks sebagai berikut.

Sifat 1.6

Sifat Argumen Pada Bilangan Kompleks
Misalkan dan adalah dua
bilangan kompleks maka diperoleh

a). Argumen dariz uz adalah

b). Misalkanz z , argumen darii— adalah

Untuk lebih memahami agrumen dari operasi dua bilangan kompleks,
cermati contoh berikut.

Contoh 1.20

Argumen dua Bilangan Kompleks
Tentukan argumen hasil perkalian dan pembagian dari dua kompleks

D
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Alternatif Penyelesaian

Perhatikan bahwa, t dan . Dengan memanfaatkan
sifat argumen maka diperoleh argumen hasil perkaliandan  adalah
. Sedangkan argumen hasil pembagian

dan adalah —

Tentukan argumen hasil perkalian dan pembagian dari dua kompteks

dan b

l

EVV; Mari Berkolaborasi

Perhatikan Sifat 1.6, coba kalian diskusikan bersama teman-teman dalam
kelompok di kelas. Bagaimana memperoleh argumen dari hasil perkalian
dan pembagian dua bilangan kompleks seperti pada Sifat 1.6? Selanjutnya,
bisakah kalian memperoleh argumen dari perkalian bilangan kompleks

2
7 Konjugat, Modulus dan Argumen Bilangan
» Latihan C
Kompleks

Kerjakan latihan berikut dengan cermat dan tepat!

Pemahaman Konsep
1. Benar atau salalSetiap bilangan kompleks selalu mempunyai tepat satu
konjugat.

N

Benar atau salatMisalkan diberikan bilangan kompleks danz,, maka

diperolehz z z z
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3. Benar atau salafMisalkan diberikan bilangan kompleks danz,, maka

diperolehz z z z
4. Benar atau salatMisalkan diberikan bilangan kompleksdanz, maka

diperoleh

Penerapan Konsep

(62

. Tentukan konjugat dan modulus dari bilangan kompleks

6. Misalkan z, dan z, adalah bilangan kompleks, periksa apakah
z z z z Dbernilaireal atau tidak.

7. Misalkan diberikan bilangan kompleksdenganz + — bernilai real dan

z z perlihatkan z 1.

8. Tentukan semua bilangan kompleks yang memenuhi z 1 dan

Z Z

9. Tentukannilair GDQ i GHQJDQ ° dan
agar !

S. Rangkuman

1. Konsep bilangan kompleks dipandang sebagai perluasan dari bilangan
real. Konsep bilangan kompleks dimanfaatkan untuk menyelesaikan
persoalan-persoalan yang tidak dapat diselesaikan dalam himpunan
bilangan real.

2. Diberikan dua bilangan kompleks dan
dan sebuah skalay, kita dapat melakukan operasi
penjumlahan, pengurangan, perkalian skalar terhadap kedua bilangan
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kompleks tersebut. Definisi operasi-operasi tersebut adalah sebagai
berikut.

. Sembarang bilangan kompleks tak nol mempunyai invers,

. Operasi penjumlahan dan perkalian pada bilangan kompleks memiliki
beberapa sifat-sifat sebagai berikut.

e Jkaz z - “makaz z * Tertutupterhadap operasipenjumlahan
o Jikaz z " makaz z " Tertutup terhadap operasi perkalian

e Z z z z 1z 1z GSifatasosiatifuntuk penjumlahan

e Z z z z z 1z Sifatasosiatifperkalian

e Z z z z Sifat komutatif penjumlahan

e Z z z 2z Sifat komutatif perkalian

e z z z z z z z Sifatdistributif

. Misalkan diberikan bilangan kompled& x+iy, modulus darz dinotasikan

denganz dan didefinisikan disebagai |/ * ?.Misalkanz, danz,
adalah bilangan kompleks, maka sifat-sifat operasi yang berlaku pada
modulus bilangan kompleks adalah sebagai berikut.

* Z 2 7

e Z zZ 7 Z



e Z z z 2z  lebihjauhdiperolerz z z z .

. Setiap bilangan komplekz=x+ly mempunyai konjugat sekawan
. Misalkanz, danz, adalah bilangan kompleks, sifat-sifat yang
berlaku pada operasi konjugat bilangan kompleks adalah sebagai berikut.

e Z Z 7 Z

z z
. ,untukz z
z z

. Z z
e z Z
° Z Z
sz zZ z

. Diberikan bilangan kompleks maka
Misalkan dan adalah dua

bilangan kompleks maka diperoleh
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Iy\/ Uji Kompetensi

Uji Pemahaman

Benar atau SalahBerdasarkan sifat-sifat bilangan kompleks yang telah
kalian ketahui, tentukan apakah pernyataan pada nomor 1 — 4 benar atau
salah. Misalkan diberikan bilangan kompleks , , s 3,

z

1. z+z=z
2. 7 z

3.z z z z
4. 7z 7 Z

Menulis Bilangan kompleks. Diberikan bilangan kompleks dalam bentuk
pasangan terurutg,) nomor 5-6 (a) Nyatakan bilangan kompleks berikut
ini dalam bentuk kartesiugb) Tulis bentuk bilangan kompleks berikut ini
dalam bentuk polar.

5. (4,-3)
6. (=2,-2)

Menggambar bilangan kompleks pada bidang kompleks. Diberikan
bilangan kompleks dalam bentuk pasangan teruratb( nomor 7-8.
Gambarlah bilangan kompleks berikut ini pada bidang kompleks.

7. 3, 1)
8. (-3,2)

Operasi-Operasi Bilangan Kompleks. Diberikan bilangan kompleks
v 3 3, . Hitunglah!



11.2 ¢
Z Z

12.Kesamaan Dua Bilangan Kompleks. Tentukan bilangan reat dany

yang memenubhi !

13. Tentukan solusi dari persamaan kuadrat x !

14. Tentukan persamaan kuadrat yang mempunyai soksi danx, = !

Konjugat, Modulus dan Argumen Bilangan Kompleks. Tentukan
konjugat, modulus, dan argumen dari bilangan kompleks nomor 15 — 16.
15. (4, -3)

16. (-2, -2)

Penerapan

17.Diberikan bentuk persamaan kuadrat*+bx+c=0. Tentukan solusi secara
umum dari persamaan kuadrat tersebut untuk sembarariy GzQ
adalah bilangan real.

18. Diberikan sebuah fungsi gelombang radial dari hidrogen untuk orbipal 2
dalam bentuk Nyatakan bentuk fungsi gelombang
radial tersebut dalam bentuk polar.

Penalaran

19. Tentukan hasil penjumlahan dari | [
20. Diberikan bilangan komplekg, dan z, dengan| | | | danzzO

periksa apakah bentu zzz memuat bagian imajiner yang tak nol.

Berbeda Tetapi Tetap Sama

Kalian telah mempelajari tentang berbagai bentuk dari bilangan kompleks.
Ada bentuk kartesius, ada bentuk polar, dan ada bentuk eksponen.
Terpikirkah oleh kalian, mengapa bilangan kompleks perlu dinyatakan
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dalam berbagai bentuk? Mengapa tidak satu bentuk saja yang dikenal, yakni
bentuk kartesius? Dari ketiga bentuk tersebut adakah bentuk yang paling
baik?

Pada proyek ini kita akan mencoba menerapkan bentuk-bentuk bilangan
kompleks dalam perhitungan. Berikan pendapatmu dengan tentang
kelebihan dan kekurangan dari setiap bentuk kartesius, polar, dan eksponen
dari bilangan kompleks. Langkah awal adalah membentuk tiga kelompok,
kemudian lakukan langkah berikut.

Membuat permasalahan

1. Bentuklah tiga kelompok yakni kelompok bentuk Kartesius, kelompok
Eksponen, dan kelompok bentuk Polar.

2. Setiap kelompok tuliskan beberapa bilangan kompleks sesuai bentuk
dari kelompok masing-masing, sebagai contoh:

Kelompok z, z, z
Kartesius i [ i
Polar J [ ° i ° [ b

Eksponen J

3. Setiap kelompok susunlah pertanyaan-pertanyaan dari petunjuk berikut.
a). Ubahlah bilangan kompleks yang ada ke dalam bentuk sesuai nama
kelompok?

b). Interpretasikan bilangan kompleks yang diperoleh ke dalam bidang
kompleks

c). Tentukan bentuk hasil pangkat 2021 dari bilangan kompleks tersebut.

d). Tentukan bagian real dan imajiner dari hasil perpangkatan 2021 dari
bilangan kompleks tersebut.

4. Kemudian pertanyaan-pertanyaan serta bilangan kompleks yang sudah
kalian susun kirimkan ke kelompok-kelompok lainnya.
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Aturan permainan

1. Setiap anggota dalam kelompok masing-masing, berdiskusi
menyelesaikan pertanyaan-pertanyaan yang diberikan dari kelompok
lain.

2. Setiap kelompok membuat analisis apakah pertanyaan tersebut mudah

diselesaikan dengan bentuk bilangan kompleks sesuai nama kelompok

sendiri atau kelompok lain?

Jelaskan mengapa penyelesaian tersebut dirasakan mudah?

4. Buatlah suatu simpulan persoalan seperti apa yang mudah diselesaikan
dalam bentuk bilangan kompleks sesuai kelompok masing-masing.

5. Lakukan pertukaran dari anggota setiap kelompok dengan membentuk
kelompok baru yang terdiri dari satu perwakilan dari setiap kelompok
awal.

6. Setiap anggota di kelompok baru menyampaikan hasil yang diperoleh
dari diskusi kelompok awal.

7. Tuliskan simpulan dari proyek yang kalian buat.

D)

Ingatlah kembali pengalaman belajar kalian di Bab 1 Bilangan Kompleks ini.
Setelah itu, refleksikan pengalaman belajarmu tersebut dengan menanggapi
pertanyaan atau pernyataan panduan berikut.

w

1. Sejauh mana manfaat yang dapat kalian rasakan setelah berdinamika di
Bab 1 Bilangan Kompleks? Ceritakan manfaat yang dapat kalian rasakan.

2. Strategi-strategi belajar seperti apa yang kalian gunakan untuk belajar di
Bab 1 Bilangan Kompleks? Apakah semua strateginya sudah membantu
untuk belajar secara optimal?

3. Sekarang, nilailah pembelajaran kalian sendiri di Bab 1 Bilangan
Kompleks ini dengan mencentang kolom-kolom yang sesuai pada tabel
berikut.
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Target Pembelajaran

Subbab A Bilangan Kompleks

1. Saya dapat memahami pengertian bilangan
kompleks

2. Saya dapat menyatakan bilangan kompleks pada
bidang kompleks

3. Saya dapat menentukan bentuk-bentuk bilangan
kompleks

4, Saya dapat memanfaatkan bilangan kompleks

dalam menyelesaikan persamaan

Subbab B Operasi pada Bilangan Kompleks

5 Saya dapat menjumlahkan dua bilangan kompleks

6. Saya dapat melakukan perkalian bilangan
kompleks dengan skalar

7. Saya dapat melakukan perkalian dua bilangan
kompleks

8. Saya dalam memahami sifat-sifat pada operasi

bilangan kompleks

Subbab C Konjugat, Modulus dan Argumen Bilangan Kompleks

9. Saya dapat menentukan konjugat bilangan
kompleks

10.  Saya dapat memahami sifat-sifat konjugat bilangan
kompleks

11.  Saya dapat menentukan modulus bilangan
kompleks

12.  Saya dapat memahami sifat-sifat modulus bilangan
kompleks

13. Saya menentukan Argumen bilangan kompleks

14.  Saya dapat memahami sifat-sifat Argumen
bilangan kompleks
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C] Pengayaan

Kalian telah mempelajari bilangan kompleks pada buku ini. Untuk
memperkaya atau memperdalam pengetahuan dan keterampilan,kalian
dapat mempelajari bilangan kompleks dari referensi berikut ini.

. Buku Fungsi Variabel Kompleks, Encum Sumiaty, M.Si dan Endang Dedy,
M.Si., Bumi Aksara, 2020. Pada buku tersebut menjelaskan tentang akar
pangkatn dari bilangan kompleks, fungsi kompleks dan transformasi
elementar pada fungsi kompleks.

. https://books.google.co.id/books?id=_
eNVDwAAQBAJ&printsec=frontcover&hl=id&source=gbs_
ge_summary_r&cad=0#v=onepage&q&f=false laman ini
menjelaskan buku bilangan kompleks karya Wuryansari

Muharini Kusumawinahyu.

. https://www.youtube.com/wpenofficialChannel
youtube menjelaskan tentang sifat-sifat pada operasi
bilangan kompleks.
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Salah satu tantangan utama para kreator konten digital, misalnya
YouTuber, adalah untuk selalu kreatif membuat konten-konten yang hebat.
Bagaimana fungsi polinomial dapat membantu para kreator konten digital
untuk mencapai tujuan tersebut?



Tujuan Pembelajaran
Setelah mempelajari bab ini, kalian diharapkan memiliki kekmampuan sebagai
berikut.
. Menjelaskan definisi polinomial dan fungsi polinomial serta
mengidentifikasi karakteristiknya.
. Melakukan penjumlahan, pengurangan, dan perkalian terhadap polinomial.
. Melakukan pembagian polinomial dan menggunakan Teorema Sisa.
. Melakukan pemfaktoran polinomial dan menentukan pembuat nol real dan
kompleks dari polinomial.
. Membuktikan identitas polinomial dan menggunakan identitas polinomial
untuk melakukan pemfaktoran polinomial.

@ Peta Konsep dan Kata Kunci

Teorema Fak[OES

Teorema Sisg=s

|

Algoritma Pembagicap=

Metode Horn€le=
Fungsi Polinom —-—l Cara Bersusuf==

Perilaku Uju

Polinomial, Operasi pada Polinomial, Algoritma Pembagian,

— Teorema Sisa, Teorema Faktor, Metode Horner, Fungsi

Kunci

Polinomial, Grafik Fungsi Polinomial, Perilaku Ujung.
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C{g Pengantar Bab

Menjelajah Banyak Hal dengan Polinomial
Apakah kalian seorang kreator
konten digital? Atau kalian bercita-
cita menjadi seorang kreator konten
digital yang handal? Bab ini akan
membahas topik-topik yang dapat
kalian gunakan untuk menganalisi
perilaku pengguna konten digital
agar konten-konten tersebut
betul-betul tepat sasaran. Penjelasannya dapat kalian temukan di bagian
Matematika dan Sains pada halaman 68. Selain itu, polinomial yang kalian
pelajari di dalam bab ini juga akan mengajak kalian menjelajah banyak hal. Di
bagian Matematika dalam Budaya pada halaman 92, kalian akan mengetahui
bagaimana fungsi polinomial dapat dimanfaatkan untuk memodelkan
banyaknya pengunjung Candi Borobudur dari waktu ke waktu. Di dalam
Proyek pada halaman 117, kalian akan diajak untuk mengikuti acara lelang
secara cerdas. Untuk itu, persiapkan diri kalian untuk belajar polinomial
dengan penuh semangat!

Gambar 2.1 Kreator Konten

A. Polinomial dan Fungsi Polinomial J

Pada subbab ini kalian akan mempelajari polinomial dan fungsi polinomial.
Kalian juga akan diajak untuk menganalisis suatu polinomial dengan
mengidentifikasi derajat dari polinomial tersebut.

1. Pengertian Polinomial

Sebelum kalian melihat definisi formal dari polinomial, kerjakan aktivitas
eksplorasi berikut untuk mengenal penyusun dari polinomial, yaitu
monomial.
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N
4ﬁ Eksplorasi

Mengenal Monomial

Dijenjang sekolah menengah pertama kalian telah belajar tentang bentuk-
bentuk aljabar. Pada aktivitas ini, kalian akan menggunakan pengetahuan
mengenai bentuk-bentuk aljabar tersebut untuk mengidentifikasi
karakteristik monomial. Untuk mengeksplorasi, kerjakan tugas berikut!

1. Kelompokkan bentuk-bentuk aljabar berikut menjadi dua bagian.

¥p, 2% ,-8,%, k,dana
m

Setelah selesai mengelompokkannya, jelaskan alasan kalian dalam
mengelompokkan bentuk-bentuk tersebut.

2. Salah satu cara untuk mengelompokkan bentuk-bentuk aljabar pada
bagian 1 adalah sebagai berikut.

Kelompok 12 > ,-8,dan k

Kelompok 2:%/5, n21 dan a
Menurut kalian, pengelompokkan tersebut didasarkan pada apa?

3. Pada bagian 2, bentuk-bentuk aljabar pada kelompok pertama disebut
dengan monomial, sedangkan bentuk-bentuk aljabar pada kelompok
kedua bukanlah monomial. Jika demikian, menurut kalian, apa yang
dimaksud dengan monomial?

Monomial adalah suatu bilangan, suatu variabel berpangkat bilangan
cacah, atau perkalian antara bilangan dan satu atau lebih variabel-variabel
berpangkat bilangan cacalKonstanta merupakan monomial yang tidak
memuat variabel, misalnya —8 dan 25. Faktor numerik dari suatu monomial
disebut dengarkoefisien .

Monomial merupakan salah satu jenis polinomial. Seperti pada bilangan
real, jika kita menjumlahkan dua bilangan real akan menghasilkan bilangan
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real. Penjumlahan dari dua atau lebih monomial juga merupakan polinomial.
Untuk lebih jelasnya, perhatikan definisi polinomial berikut.

(1%RMW M

(l1Y2RMWM 4SPMRSQMEP
Polinomial adalah bentuk aljabar yang berupa monomial atau penjumlahan
dari dua atau lebih monomial.

Untuk lebih memahami polinomial, perhatikan Contoh 2.1 berikut ini.

Contoh 2.1

l1IRKMHIRXMY“ZOEWM 4SPMRSQMEP
Tentukan apakah setiap bentuk aljabar berikut merupakan polinomial
atau bukan?

a).
b). x 2/x
C). x X

Alternatif Penyelesaian

a). Polinomial karena setiap sukunya, yaitu dan x , merupakan
monomial.

b). Bukan polinomial karenay/x bukan merupakan monomial. Bentuk/x
memuat variabel yang diakarkuadratkan sehingga pangkat dari variabel
tersebut bukan bilangan cacah.

c). Bukan polinomial karena x bukan merupakan monomial. Bentuk

x memiliki variabel yang pangkatnya bukan bilangan cacah.

Apakah 2—2 2,4 —x — X4 dan Xy* + 5¢%? — 7x merupakan polinomial?

Jelaskan alasannya!
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(— Mari Berpikir Kritis

Bentuk aljabar dalam Contoh 2.1 pada bagian (a) dapat dipandang sebagai

pengurangarmonomial, yaitu dikurangi dengan x . Padahal, di
dalam definisi polinomial diterangkan bahwa polinomial merupakan
penjumlahandari monomial. Bagaimana pendapat kalian mengenai hal
tersebut?

2. Derajat Suatu Polinomial
Salah satu karakteristik dari polinomial adalah derajatnya. Untuk mengetahui
derajat dari suatu polinomial, ikuti aktivitas eksplorasi berikut ini.

2]
"ﬁ Eksplorasi

Mengetahui Derajat Suatu Polinomial
Di dalam aktivitas ini, kalian diajak untuk memahami derajat dari suatu
monomial dan polinomial. Jika telah mengetahui bagaimana menentukan
derajat dari suatu monomial, kalian dengan mudah dapat mengidentifikasi
derajat dari suatu polinomial.

1. Berikut ini adalah pasangan monomial dan derajatnya.

Monomial Derajat

5

X 1

7

Dari contoh-contoh tersebut, menurut kalian, bagaimana cara
menentukan derajat suatu monomial?
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2. Perhatikan pasangan polinomial dan derajatnya berikut ini.

Polinomial Derajat

3

X 5 1
11

X X X 3

3. Berdasarkaninformasipadatabeltersebut, bagaimanacara menentukan
derajat suatu polinomial?

Pada aktivitas eksplorasi sebelumnya kalian telah menemukan cara
bagaimana menentukan derajat suatu monomial. Untuk menegaskan kembali
apa yang telah kalian ketahui mengenai derajat monomial, perhatikan
definisi berikut.

(1%RMWM

Derajat Monomial

Jikaa adalah koefisien yang tak nol, derajat monomial adalahn.

Derajat suatu monomial yang terdiri dari beberapa variabel adalah jumlah
dari eksponen semua variabel tersebut.

Setiap suku dari polinomial merupakan monomial. Oleh karena itu,
penentuan derajat suatu polinomial tergantung dari monomial-monomial
yang menjadi suku dari polinomial tersebut.

(1%RMW M

Derajat Polinomial
Derajat suatu polinomial adalah derajat dari sukunya yang berderajat

tertinggi.
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Untuk lebih memahami derajat polinomial, cermati Contoh 2.2 berikut ini.

Contoh 2.2
Menentukan Derajat Polinomial

Tentukan derajat dari polinomiab8 — 36¢> + 54« — 27.

Alternatif Penyelesaian

Derajat dari x X X sama dengan derajat sukunya yang paling
tinggi. Derajat suku-suku polinomial tersebut ditunjukkan sebagai berikut.

Derajat: 2 Derajat: 0

Dengan demikian, derajat tertinggi sukunya adalah 3. Hasilnya derajat
polinomial tersebut adalah 3.

Z/; Mari Mencoba

Tentukan derajat dari

EV |i' Mari Mengomunikasikan
=

Rahma menganggap bahwa derajat dari O adalah 0. Dia beralasan bahwa 0

merupakan konstanta dan dapat dituliskan kembali menjadi. Apakah
kalian setuju dengan Rahma? Mengapa demikian?

0 Mari Berpikir Kreatif

"

Tanpa melakukan penjabaran secara utuh, carilah cara untuk menentukan

derajat dari polinomial x X . Selanjutnya, gunakan cara
tersebut untuk menentukan derajat setiap polinomial berikut!

b). X X X
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4. *YRKWM 4SPMRSQMEP HER +VEY%ORI]E
Bentuk polinomial dapat digunakan untuk mendefinisikan suatu fungsi.
Untuk mengetahui hal tersebut, kerjakan aktivitas eksplorasi berikut ini.

~
4@ Eksplorasi

Pertandingan dalam Liga

Di dalam dunia olahraga, liga biasanya dipilih sebagai format kompetisi
antartim. Dengan format sepertiitu, setiap tim akan bertanding dengan semua
tim lainnya. Selain itu, pada kebanyakan liga, setiap dua tim akan bertanding
dua kali, kandang dan tandang. Sebagai contoh sederhana, misalnya sebuah
liga terdiri dari tiga tim, yaitu A, B, dan C. Total banyaknya pertandingan
dalam liga tersebut adalah 6. Pertandingan-pertandingan tersebut adalah
A melawan B, A melawan C, B melawan A, B melawan C, C melawan A,
dan C melawan B. Tim yang disebut pertama dalam pertandingan tersebut
bertindak sebagai tuan rumah (kandang).

Di dalam eksplorasi ini, kalian akan diajak untuk menemukan total
banyaknya pertandingan dalam sebuah liga yang menggunakan format
kandang-tandang. Perhatikan soal berikut ini.

1. Jika dalam liga terdapat 4 tim, berapa total banyaknya pertandingan?
Bagaimana jika dalam liga tersebut terdapat 5, 10, atau 20 tim?

2. Buatlah sebuah rumus untuk menentukan banyaknya total pertandingan
dalam sebuah liga jika terdapatim!

3. Rumus yang kalian temukan dalam bagian ketiga dapat dinyatakan ke
dalam fungsif(x) =ax? + bx + ¢ dengana, b, danc adalah bilangan real.
Tentukan nilaia, b, danctersebut!

4. Fungsiyang kalian temukan pada bagian 3 merupakan salah satu contoh
polinomial. Dari keterangan tersebut, cobalah untuk menduga apa yang
dimaksud dengan fungsi polinomial?
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Aktivitas eksplorasi yang telah kalian lakukan tersebut menghasilkan salah
satu jenis fungsi polinomial, yaitu fungsi kuadrat. Selain fungsi kuadrat,
fungsi-fungsi yang masuk ke dalam kategori fungsi polinomial masih banyak
lagi. Salah satunya adalah fungsi linear. Fungsi linear ini sudah kalian pelajari
di sekolah menengah pertama.

Untuk mengetahui pengertian fungsi polinomial secara lebih jelas,
perhatikan definisi berikut ini.

(1%RMW M

Fungsi Polinomial
Fungsi polinomial dalam variabel adalah fungsi yang memiliki bentuk
umum

dengan koefisien-koefisiennya, yaia, a,_,a ., ...,a, dana, adalah

bilangan-bilangan reah, O Gdd&ah bilangan cacah.

Serupa dengan bentuk polinomial, fungsi polinomial juga memiliki
derajat. Derajat dari fungsi polinomial yang disebutkan dalam definisi
tersebut adalah. Suku dari fungsi polinomial yang memiliki derajat tertinggi
disebut dengasuku utama . Koefisien dari suku utama tersebut dinamakan
koefisien utama .

Karakteristik dari suatu fungsi dapat dilihat dari grafiknya. Demikian
juga dengan fungsi polinomial. Perhatikan Contoh 2.3 berikut untuk
mengetahui bagaimana menggambar grafik fungsi polinomial.

'SRXSL

l1IRKKEQFEV +VE%“O *YRKWM 4SPMRSQMEP
Gambarlah grafik dari setiap fungsi berikut.

a).
b).
c).
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Alternatif Penyelesaian

a). Grafik fungsif dapat digambar dengan terlebih dahulu menentukan
beberapa nilai fungsinya kemudian menuliskannya ke dalam tabel
beserta dengan pasangan-pasangan berurutan yang diperoleh.

X -3 -2 -1 0 1 2 &
y=f(x) -1 1 3 5 7 9 11
(X! y) (_3’ _1) (_21 1) (_11 3) (0’ 5) (1’ 7) (2! 9) (31 11)

Untuk mendapatkan grafikf, gambar pasangan-pasangan berurutan
(x,y) dan hubungkan dengan sebuah garis. Grafik furfgditunjukkan
pada Gambar 2.2 berikut.

/

/_2 f ol f 12 f f X

Gambar 2.2 +VEY%O *YRKWM

b). Pertama, buat tabel nilai funggi untuk beberapa nilak. Dalam tabel
tersebut tuliskan juga pasangan-pasangan berurutan y) yang

bersesuaian.
X —2 -1 0 1 2 3 4
y =f(X) 5 0 -3 —4 -3 0 5

x,y) 2,5 (1,0 (0,-3) (1.4 (2-3) B0 (45)
Selanjutnya, gambar tujuh pasangan berurutan Yy) pada bidang
koordinat dan hubungkan dengan kurva halus. Grafik fungsi
ditunjukkan pada Gambar 2.3.
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gx) =x2—2% -3

Gambar2.3 +VE¥%O *YRKWM
c). Grafik fungsih dapat digambar dengan cara yang serupa, yaitu dengan
terlebih dahulu membuat tabel nilai fungsiuntuk beberapa nilax.
X -4 -3 -2 -1 0 1 2
y =h(X) —-20 -4 0 -2 -4 0 16
(x,y) (-4,-20) (-3,-4) (-2,0) (-1,-2) (0,-4) (1,0) (2,16)
Selanjutnya, gambar titik-titik X, y) pada bidang koordinat untuk

kemudian dihubungkan dengan kurva halus. Grafik fungditunjukkan
pada Gambar 2.4 berikut.

"V h=xe—3e—4a

b4/

Gambar2.4 +VEY0 *YRKWM
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Gambarlah grafik fungsi(x) =x3— & + 2% — 15.

Pada Contoh 2.3 kalian telah melihat tiga grafik fungsi polinomial. Bentuk
umum grafik beberapa fungsi polinomial ditunjukkan pada Gambar 2.5.
Grafik-grafik pada Gambar 2.5 tersebut dipilih yang memiliki titik potong
dengan sumbwX banyaknyamaksimum

Derajat0 Derajat1 Derajat2
Derajat3 Derajat4 Derajat5

AN A
/ VARV, \

Gambar 25 +VE¥%O *YRKWM 4SPMRSQMEP &IVHIVENEX -

(— Mari Berpikir Kritis

Pikirkanlah apakah ada hubungan antara derajat polinomial dengan

banyak maksimal grafik polinomial tersebut memotong sunmx{su

Salah satu karakteristik yang dapat diamati dari grafik fungsi polinomial
adalah perilaku ujungnyeaPerilaku ujung adalah perilaku dari suatu grafik
ketika x mendekati tak hingga atau negatif tak hingga. Perilaku ujung dari
grafik fungsi polinomial ditentukan oleh suku utamanya dan dideskripsikan
sebagai berikut.
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Sifat 2.1

41IVMPEOY 9NYRK +VE¥%O *YRKWM 4SPMRSQMEP

Jika dengann > 0 adalah suku utama dari suatu polinomial, perilaku
ujung dari grafiknya dapat dibagi menjadi empat kategori sebagai berikut.

i 10 0

Genap

»
\ »
e

*UD-NQ\D PHQJDUDKUDH MNQWLPHQJDUDK NH NLUL
DWDV GDQ NDQDQ EWZYKGPQ NDQDQ EDZDK , f
Ganijil A

4
/
\
y
—
-~
-
~|

*UD-NQ\D PHQJDUDKUWNHNQWLPHQJDUDK NH NLUL D\
EDZDK GDQ NDQDQ GW@WD,QDQ EDZDK -« f

Gambar2.6 4IVMPEOY 9NYRK +VE¥%“O *YRKWM 4SPMRSQMEP

Perhatikan Contoh 2.4 berikut ini untuk lebih memahami penggunaan
perilaku ujung grafik fungsi polinomial.
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Contoh 2.4

1IRKKYREOER 4IVMPEOY 9NYRK +VE¥%O *YRKWM 4SP
Dengan mengidentifikasi perilaku ujungnya, pasangkan masing-masing

fungsi polinomial berikut dengan salah satu grafik A-D pada Gambar 2.7

yang paling sesuai.

a).
b).
c). —

d).

HIRY.d
RN

A B C D
Gambar 2.7 +VE%O *YRKWM *YRKWM 4SPMRSQMEP

Alternatif Penyelesaian
Untuk memasangkan fungsi polinomial dengan grafiknya, kita perlu
mengidentifikasi derajat polinomial tersebut dan tanda koefisien utamanya.

Suku Derajat | 7DQGD .R{H - Yérithku Ujung *UD -
Utama Utama

4, genap Positif
(b) X3 3, ganijil Negatif e f D
(©) X8 6, genap Negatif o I C
(d) X 5, ganijil Positif . A

Jelaskan perilaku ujung dari fungsi
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Aktivitas Interaktif

Untuk menyelidiki bagaimana perilaku ujung dari fungsi-
fungsi polinomial, lakukan aktivitas interaktif berikut ini.
Pindai kode batang atau buka tautan berikut!
https://www.desmos.com/calculator/u2iblzgupc

éb Matematika dan Sains

Menjawab Tantangan Kreator Konten Digital

Banyak yang tertarik dan sukses menjadi kreator
konten digital. Di balik kesuksesan yang diraih,
tahukah kamu, apa tantangan utama seorang
kreator konten digital? Tantangannya adalah kreatif
membuat konten-konten yang hebat! Ini adalah
pekerjaan berat. Fungsi polinomial yang kalian
pelajari di bab ini dapat membantu para kreator
konten digital untuk melakukannya.

Gambar 2.8 Analitik Data

Salah satu kriteria konten yang hebat adalah sesuai dengan sasarannya.
Untuk itu, seorang kreator konten digital perlu mengenal penggunanya.
Untuk YouTuber, mereka perlu mengenal siapa penontonnya dan bagaimana
perilakunya. Bagaimana caranya? Salah satu caranya adalah dengan
memodelkan berapa kali video-video di kanalnya dilihat oleh penontonnya.

Sebagaiilustrasi, Gambar 2.9 berikut menyajikan berapakali video-video
di suatu kanal YouTube ditonton setiap harinya pada tahun 2018. S¥mbu
menyatakan bulan di tahun 2018 sedangkan sunibmerepresentasikan
frekuensi video-videonya ditonton. Sebagai informasi, kanal tersebut
mengunggah video-video pembelajaran matematika.
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Gambar2.9 *VIOYIRWM 8EQTMPER :MHIS XIVLEHET ;EOXY
Apa artinya? Berdasarkan model tersebut dan grafiknya di Gambar
2.9, kita dapat melihat bahwa kanal Youtube tersebut banyak ditonton pada
saat bulan-bulan aktif sekolah dan berkurang penontonnya ketika liburan
sekolah. Hal ini masuk akal karena kanal tersebut berisi video-video tentang
pembelajaran matematika. Selain itu, frekuensi tampilan video di semester
gasal secara umum lebih tinggi daripada di semester genap.

Berdasarkan grafik pada Gambar 2.9, apa yang dapat kalian sarankan
kepada pemilik kanal agar dapat lebih berkembang? Video-video seperti
apa yang perlu diunggah agar penontonnya meningkat di saat liburan
sekolah? Apa yang perlu dilakukan agar penonton di semester genap
meningkat? Contoh-contoh pertanyaan seperti inilah yang membuat
kreator konten digital kreatif.

................................................................................................................................................................................. "
{'7 Latihan A Polinomial dan Fungsi Polinomial

Kerjakan soal-soal latihan berikut dengan tepat!

Pemahaman Konsep

1. Benar atau SalatBentuk aljabar  x X merupakan suatu

polinomial.
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2. Benar atau SalalGrafik fungsi polinomial melalui titik
(-2, 18).

3. Fungsi polinomial perilaku ujungnya

Penerapan Konsep
4. Tentukan apakah setiap bentuk aljabar berikut merupakan polinomial.

a). X X X
b).

C). 22

2

5. Cari derajat setiap polinomial berikut.

a). x X X
b).
c).
6. *DPEDUODK JUD-N VHWLDS IXQJVL SROLQRPLDO EH
a). 3
b).
C).
7. 'DUL WLJD JUD-N EHULNXW LQL WHQWXNDQ JUD-I

PHQMDGL JUD-N GDUL IXQJVL SRQklgskaRLDO
alasannya?

A B C
Gambar 2.10 8BMKE +VE%O *YRKWM 4SPMRSQMEP
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8. *DODQJ PHQJJDPEDU JUD-N 1XQJVL SROLQRPLTI
GHQJDQ PHQJIJXQDNDQ NDONXODWRU JUD-N +DV
seperti pada gambar berikut ini.

yﬂ

N

Gambar 2.11 8EQTMPER /EPOYPEXSV +VE%O
Galang menyadari bahwa perilaku ujung grafik pada gambar tersebut

tidak sesuai dengan perilaku ujung grafik fungsi polinomial dengan

derajat ganjil dan koefisien utama positif. Apa yang menyebabkan
ketidaksesuaian tersebut? Jelaskan!

——

9. Kayu yang panjangnya 192 cm akan digunakan sebagai rangka untuk
membuat sebuah kandang burung. Kandang tersebut berbentuk balok
yang sepasang sisinya berbentuk persegi, perhatikan gambar berikut.

%:m

Gambar 2.12 Rangka Kandang Burung

a). Nyatakan volumeV kandang tersebut sebagai fungsi terhadap
(Abaikan ketebalan kayunya.)

b). Paulina menggambarkan grafik fungd yang ditemukan pada
bagian (a) seperti berikut.
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4000

000
y = MX)

0 0 zo\i

Gambar 2.13 +VE¥%O : HEVM 4EYPMRE
Apakah grafik yang digambarkan oleh Paulina sesuai dengan daerah
asal fungsi tersebut? Jika sudah sesuai, jelaskan alasannya. Jika tidak
sesuali, bagaimana Paulina seharusnya menggambar grafik tersebut?

c). Berdasarkan grafik fung¥, perkirakan volume maksimum dari kandang
tersebut.

B. Penjumlahan, Pengurangan, dan Perkalian Polinomial J

Polinomial memiliki hubungan yang dekat dengan bilangan. Untuk
melihatnya, kerjakan aktivitas eksplorasi berikut ini.

S
4& Eksplorasi

Membandingkan Polinomial dan Bilangan

Melalui aktivitas ini, kalian akan diajak untuk membandingkan bilangan
dan polinomial. Cermati bilangan dan polinomial yang bersesuaian di dalam
tabel berikut untuk menemukan hubungannya. Gunakan hubungan yang
telah kalian temukan untuk mengisi titik-titik pada tabel.

53 50 +3 5+ 3

375 300+70+5 xB+ & +5
2.298 2.000+200+90+8 x*R2C+X+8
6.311 6.000 + 300+ 10+ 1

17.742
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Menurut kalian, apa kesamaan antara bilangan dan polinomial yang berada
pada baris yang sama di dalam tabel tersebut? Apa perbedaannya?
N N N N N N N N N N N N N N N N NSNS |
Kalian telah menemukan kesamaan antara bilangan dan polinomial. Oleh
karena itu, operasi penjumlahan, pengurangan, dan perkalian pada
polinomial dapat dilakukan dengan cara yang serupa seperti pada bilangan.

2. Penjumlahan dan Pengurangan Polinomial
Bagaimana cara melakukan penjumlahan dan pengurangan polinomial?
Untuk mengetahuinya, cermati aktivitas eksplorasi berikut.

S
4@ Eksplorasi

Melakukan Penjumlahan dan Pengurangan Polinomial

Melalui aktivitas eksplorasi ini kalian akan belajar untuk menemukan
prosedur dalam melakukan penjumlahan dan pengurangan polinomial.
Prosedur tersebut serupa dengan prosedur penjumlahan pada bilangan.

1. Salah satu cara melakukan penjumlahan dan pengurangan bilangan

adalah dengan cara bersusun. Perhatikan contoh penjumlahan bersusun
berikut ini.

Jelaskan bagaimana cara melakukan penjumlahan dan pengurangan
bersusun tersebut!

2. Dengan cara yang serupa, lengkapi penjumlahan dan pengurangan
polinomial dengan cara bersusun berikut.

X X X X X X

X X X X X X

Jelaskan cara penjumlahan dan pengurangan polinomial tersebut. Sifat

operasi apa yang kalian gunakan?
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3. Setelah menyelesaikan bagian 2, teman kalian menemukan cara yang
berbeda. Berikut ini adalah caranya.

Penjumlahan Polinomial
(2C+ B+ X+5)+ (63+ 22+ 4 +1)
=23+ M+ X+5+6C+ 2+ X+ 1
=23+6C+H T+ 22+ X+ X +5+1
=@2+ex+(7+2P+(B+4+(5+1)
=&+ X+ K+6
Pengurangan Polinomial
(C+ 4+ BX+5)—(3+ K+ X+4)
SO+ + XK +E5-X-K—-K—-4
=C-22C+ K -X+X—-—X+5-4
=(9-2+(4-3+(6-3+(5-4)
=+ + X+ 1

Menurutnya cara tersebut pada dasarnya sama dengan cara yang
dilakukan di bagian 2. Apakah kalian setuju? Jelaskan alasannya!
e A e A A A A A e
Dari eksplorasi tersebut kalian telah menemukan prosedur untuk melakukan
penjumlahan dan pengurangan polinomial. Ketika melakukannya, kalian
menjumlahkan dan mengurangkan suku-sukunya yang sejedugu-suku
sejenis adalah suku-suku yang memiliki variabel yang sama dan variabelnya
tersebut juga memiliki eksponen yang sama.

Suku-Suku Sejenis Bukan Suku-Suku Sejenis

X, =X, —X 11x, 4¢3, —X

VY. YCR, VS 433, =X, X
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Suku-Suku Sejenis Bukan Suku-Suku Sejenis

2°yz8, — , —57%yx? - , 2Py, —Txy?z®

Untuk menjumlahkan dan mengurangkan suku-suku sejenis, gunakan
sifat distributif. Perhatikan ilustrasi berikut ini.

D¢+ 63 = (2 + 6y = 8¢
42— Tx2 = (4 Ty = -3¢

Untuk lebih memahami penjumlahan dan pengurangan polinomial,
perhatikan Contoh 2.5 berikut.

Contoh 2.5

Penjumlahan dan Pengurangan Polinomial
Tentukan hasil dari (2 — 4 +x —11) + (8 +x°— X —9) danX*— 3+
4X—6) — (3 + 2*—x—4).

Alternatif Penyelesaian
Hasil penjumlahan polinomial yang diberikan dapat ditentukan seperti
berikut.

X X X X X X
X X X X X X Hilangkan tanda kurung
X X X X X X Kelompokkan suku-suku sejenis
X X X Sifat distributif.

X X X X X X
X X X X X X Hilangkah tanda kurung
Kelompokkan suku-suku
X X X X X X sejenis
X X X X Sifat distributif

Bab 2 | Polinomial ﬂ_l



Jumlahkan

Mari Berpikir Kreatif

")

Berikut ini adalah grafik dari fungsi polinomid] g, danh.

Yi | yi | | y
Yr W | | |
\ | = h(x
\ | N
\ |/ / /
0 X /0 \ [/ X /70 X
A\ N \J \
y = dX |
‘n

Gambar 2.14 +VE% O *YRKWM J K HER L
a). Tanpa mencari persamaan fungsinya, tentukan bagaimana cara
mensketsa grafik dafix) +g(x) danf(x) —g(x). Jelaskan mengapa cara
tersebut tepat!

b). Berdasarkan cara di bagian (a), sketsalah juga gféf)k+ h(x), g(x) +
h(x), f(x) —h(x), dang(x) —h(x).

2. Perkalian Polinomial
Seperti dua operasi sebelumnya, yaitu penjumlahan dan pengurangan, operasi
perkalian pada polinomial dapat kita bangun melalui perkalian bilangan.

2]
‘.ﬁ Eksplorasi

Mengalikan Dua Polinomial

Tujuan aktivitas ini adalah untuk memandu dalam menemukan strategi
perkalian polinomial. Untuk melakukannya, terlebih dahulu kalian ingat
kembali operasi perkalian pada bilangan.
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1. Hasil kali dua bilangan dapat dimaknai sebagai luas daerah. Misalnya, 16
x 12 dapat diartikan sebagai luas daerah persegi panjang yang memiliki
panjang 16 dan lebar 12. Karena 16 = 10 + 6 dan 12 = 10 + 2, maka
perkalian kedua bilangan tersebut dapat dimodelkan sebagai luas daerah
seperti berikut.

[ 10 - 6 |
.
10 100 10 10 10 10 10 10
Y
5 10 111111
v | 10 [afafa]a]a]1]

Gambar 2.15 Perkalian 16 x 12 sebagai Luas Daerah
a). Model luas daerah tersebut dapat disederhanakan menjadi tabel
berikut ini. Mengapa demikian?

10 6
10 100 60
2 20 12

b). Hitunglah 16 x 12 dengan cara perkalian bersusun. Apakah ada
kesamaan antara perkalian bersusun tersebut dengan hasil pada
tabel tersebut?

2. Dengan menggunakan tabel seperti pada bagian 1, tentukan hasikkali (
+6)k + 2).

3. Dengan cara seperti pada bagian 2, tentukan x  x
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4. Temanmu menyederhanakan perkalian di bagian 3 seperti berikut.

Tentukan kesamaan cara tersebut dengan cara yang ada di bagian 3.

5. Apakah cara temanmu di bagian 4 dapat ditulis dalam bentuk seperti
berikut? Sifat apa yang digunakan untuk mengubah bentuk di ruas kiri
persamaan menjadi bentuk yang di ruas kanan?

X X X X X X X X

Sekarang kalian telah mengetahui bagaimana mengalikan dua polinomial.
Sekarang perhatikan Contoh 2.6 berikut.

Contoh 2.6

Perkalian Polinomial
Tentukan hasil perkalianx — 2x + 7)(X — 5).

Alternatif Penyelesaian
Setiap sukw?— 2x + 7 dikalikan denganxX— 5.

(2 — 2 + 7)(X — 5)

=x¥(2x—-5) - X(x—-5)+7(-5) Sifat distributif
=2 -5 -4+ 1k + 14 - 35 Sifat distributif
=23 -9+ 24&-35 Sederhanakan

Tentukan hasil dari (% —x + 3)&*— 1).
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Mari Berpikir Kreatif

i

Dua bilangan dapat dikalikan dengan cara bersusun. Hal ini juga dapat
dilakukan untuk polinomial satu variabel. Lakukan perkalian pada Contoh
2.6 dengan cara bersusun.

7 Penjumlahan, Pengurangan, dan Perkalian
» Latihan B . .
Polinomial

Kerjakan soal-soal latihan berikut dengan tepat!

Pemahaman Konsep

1. Bentuk X2 — 5«2 dapat diubah menjadi (2 —X8)dengan menggunakan
sifat :

Benar atau SalalPolinomial pertama dikurangi polinomial kedua sama
dengan negatif dari penjumlahan kedua polinomial tersebut.

3. Benar atau Salalf5x — 1) - (¥—-4)=%-1-X-4.

N

Penerapan Konsep
4. Sederhanakan penjumlahan dan pengurangan polinomial berikut ini.

a). (rn+mn-12)+ (B’n—mr? +7)

b). (&—x3+ 4 —12) — K + 2¢ — X2 — 6)
5. %HULNXW LQL DGDODK JUD fNar@DBétdasxikad VL SROL
JUD-N NHGXD IXQJVL W H UHBM)WanfikN+gy.V D ODK JU

yﬂ

Y =9(X)

| N

g
/ V=1
/

Gambar 2.16 +VE¥O *YRKWM J HER K
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6. Tentukan hasil perkalian &3-b + 2)@ + 2 - 5).
7. Perhatikan persamaan berikut ini.

1 1
Jika tanda kotak pada persamaan tersebut diganti dengan sembarang
bilangan real, apakaA(x) selalu merupakan polinomial? Mengapa?

8. Nyatakan luas daerah yang diarsir pada Gambar 2.17(a) dan (b) kexdalam
X

5x—-1
@ (v

Gambar 2.17 Luas Daerah yang Diarsir

9. Pak Alex akan memagari tanahnya yang berbentuk persegi panjang
dengan pagar plastik pembibitan, perhatikan gambar berikut! Karena
adanya tiupan angin yang kencang, pagar yang mengarah ke arah
timur-barat perlu dibuat lebih kuat. Menurut perhitungannya, biaya
pemagaran ke arah timur-barat adalah sebesar Rp1.500,00 per meternya,
sedangkan yang ke arah utara-selatan adalah Rp1.000,00.

U

S X
Gambar 2.18 Tanah Pak Alex
Jika Pak Alex menyediakan anggaran Rp500.000,00 untuk keperluan
pemagaran tersebut, nyatakan luas tanah yang dipagari sebagai fungsi
L terhadapx!
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C. Pembagian Polinomial )

Pada subbab ini kalian akan mempelajari pembagian polinomial. Untuk itu,
mari mengerjakan aktivitas eksplorasi berikut ini.

N
4Q Eksplorasi

Membagi Bilangan

Sebelum mempelajari bagaimana melakukan pembagian pada polinomial,
kalian akan diajak untuk mengamati pembagian pada bilangan. Cermati
bentuk-bentuk pembagian berikut dan isilah titik-titik pada tabel sesuai
dengan pola yang kalian temukan.

WAA/VV\/\/\A/VVV\A/\/VVV\/\A/\/VVV\AA/VVV\A/\A/VV\AAA/W\/.
Kegiatan eksplorasi yang telah kalian lakukan tersebut menunjukkan
beberapa cara menuliskan pembagian bilangan. Misalnya, jika 7 dibagi
dengan 4, mendapatkan hasil 1 dan sisa 3. Hal ini dapat dituliskan sebagai
berikut.

-  ~atau— -
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Selain dengan cara demikian, kita juga dapat menuliskan

bilangan yang dibagi Hasil bagi
7=4.1+

Pembagian pada polinomial serupa dengan pembagian bilangan.
Pembagian pada polinomial tersebut dinyatakan dalam algoritma pembagian
berikut.

Sifat 2.2

Algoritma Pembagian Polinomial

JikaP (x) danQ (x) adalah polinomial, denga@(x O PDND DGD SROLQRPLL
polinomialH (x) danS(x) yang masing-masing tunggal, deng&(x) adalah 0

atau polinomial berderajat kurang da@ (x), sedemikian sehingga

— —— atau
PolinomialQ (x) disebut dengapembagi, H (x) adalahhasil bagi, danS
(x) adalahsisa.
Algoritma pembagian polinomial tersebut dapat diilustrasikan oleh
pembagian® + 4x2 + 5« + 8 dengarx + 3 sebagai berikut.

X X X

atau

Artinya, jika kitamembagk®+ 4x*+ 5+ 8 dengam + 3, kita akan mendapatkan
hasil bagix? + x + 2 dan sisa 2. Pertanyaannya sekarang, bagaimana cara
kita mengetahui bahwa hasil bagi dan sisanya seperti itu? Untuk menjawab
pertanyaan ini, kita dapat menggunakan pembagian bersusun.
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(— Mari Berpikir Kritis

Apakah memang benae + 4x* + 5« + 8 = k + 3)k? + x + 2) + 2? Buktikan
persamaan tersebut.

1. Pembagian Bersusun
Seperti pada penjumlahan, pengurangan, dan perkalian polinomial, kita dapat
menemukan cara bagaimana membagi polinomial melalui pembagian bilangan.

S
4Q Eksplorasi

Melakukan Pembagian Polinomial Bersusun
Di dalam aktivitas eksplorasi ini, kalian akan dipandu untuk menemukan
cara bagaimana membagi polinomial dengan cara pembagian bersusun.

1. Sebagai bekal kalian di bagian selanjutnya, bagilah 297 dengan 14 dengan

melengkapi pembagian bersusun berikut ini.
2...

145297

28

2. Pahami aturan pembagian bersusun yang dilakukan pada bilangan
(sebelah kiri). Gunakan aturan tersebut untuk melengkapi pembagian
bersusun pada polinomial yang bersesuaian (sebelah kanan).

112 X

13)1458 x+3)x +4x% +5x + 8
13 © + 3x°

15 X+ 5x
13
28
26

2
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Kalian telah mengetahui bagaimana cara melakukan pembagian polinomial
dengan cara bersusun. Perhatikan Contoh 2.7 berikut untuk melihat
pembagian polinomial dengan kasus yang lain.

Contoh 2.7

Pembagian Polinomial Bersusun
Bagilah &* + 1%3 — 3 + 1 dengarnx? + 4x — 1. Tuliskan hasilnya ke dalam
bentuk-bentuk algoritma pembagian.

Alternatif Penyelesaian
Kita lakukan pembagian bersusun dengan terlebih dahulu menyisipkan suku
0x? pada polinomial yang dibagi agar suku-sukunya lengkap.

4% + x
P+dx—1)4x" + 173+ 02 - 3x + 1
N— 4t 4 16%° - 42 Kalikan pembagi dengan 4x*
B+ 4x - 3x - Kurangi
B +4x - x Kalikan pembagi dengan x

—2x+1 Kurangi

Proses pembagian tersebut menyisakan polinomial +24 yang derajatnya
kurang dari polinomial pembagi, yaits? + 4x — 1. Hasil pembagian ini dapat
dituliskan menjadi seperti berikut.

X X X X
X X

X X X X
Bentuk sebelumnya juga dapat dinyatakan sebagai berikut.

X X X X X X X X

Carilah polinomial hasil bagiH(x) dan polinomial sisaSx) setelah
dibagi denganQ(x) = x2 — 2x + 3. Nyatakan hasilnya ke
dalamP(x) = Q(X) - H(x) + §Xx).
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Mari Berpikir Kreatif

7

a. Tentukan hasil bagi dan sisa pembagiaf< 1) + & — 1). Ulangi untuk
pembagianx*— 1) + k- 1).

b. Gunakan hasil pada bagian (a) untuk menduga hasil bagi dan sisa dari
E-1)+k-1).

c. Apa yang dapat kalian simpulkan? Buktikan!

2. Metode Horner

Selain dengan cara bersusun, kita dapat melakukan pembagian polinomial
dengan cara yang lebih sederhana, yaitu dengan metode Horner. Akan tetapi,
metode tersebut dapat digunakan jika pembaginya berbemtulic.

N
4ﬁ Eksplorasi

Membagi Polinomial dengan Metode Horner

Di dalam aktivitas eksplorasi ini, kalian akan dipandu untuk memahami
metode Horner. Metode Horner dapat dikatakan sebagai bentuk
penyederhanaan pembagian bersusun. Hal ini dikarenakan di dalam metode
Horner, kita cukup menuliskan bagian-bagian yang penting saja. Bandingkan
pembagian bersusun dan metode Horner berikut ini.

Pembagian Bersusun Metode Horner
1>+ 2x-3 2 1 0 =7 8
x—2)x3+0x2—7x+8 9 4 -6
i - T2 B2
2x% - Tx |
2x° — 4x
3x+8
-3x+6

2
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1. Pembagian polinomial dengan cara bersusun dan metode Horner
memiliki beberapa kesamaan. Jelaskan kesamaan tersebut!

2. Pembagian bersusun dan metode Horner juga memiliki perbedaan.
Sebutkan perbedaan tersebut.

3. Berdasarkan pengamatan kalian dalam membandingkan cara bersusun
dan metode Horner, jelaskan langkah-langkah melakukan pembagian
polinomial dengan metode Horner.

N N N N N N N N N N N N N N NSNS |

Setelah mengetahui bagaimana melakukan metode Horner, perhatikan

Contoh 2.8 berikut ini.

Contoh 2.8

Menggunakan Metode Horner
Gunakan metode Horner untuk membagé2- 5¢ + 6 dengarx + 3.

Alternatif Penyelesaian

Langkah pertama, tuliskan koefisien-koefisien dan konstanta polinomial
yang dibagi, yaitu 2 (koefisier®), 5 (koefisienx?), 0 (koefisienx), dan 6
(konstanta). Penulisan koefisien dan konstanta ini harus urut dari suku
berderajat tertinggi sampai terendah. Di dalam metode Horner, jika
polinomial pembaginy& — ¢, kita tuliskanc sebagai penggantinya. Karera

+ 3 =x — (=3), maka kita ganti pembaginya menjadi —3.

-3 2 5 0 6

L

Selanjutnya kita gunakan metode Horner dengan menjumlahkan bilangan-
bilangan dalam satu kolom, kemudian mengalikan hasilnya dengan —3 dan
meletakkan hasil kalinya ke kanan-atas.

+

-3 2 5 0 6

Panah ke bawah : Jumlahkan
| )Y_|6 )Y:? —|9 . Panah ke kanan-atas : Kalikan dengan -3
v/
2 -1 3 -3
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Dari pembagian tersebut, kita mendapatkan hasil bagix + 3 dan sisa —3.
Dengan demikian, kita dapat menuliskannya menjadi seperti berikut.

2¢+5¢+6=K+3)(X2—x+3)-3

Tentukan hasil bagi dan sisa dari pembagign+ 4 olehx — 1 dengan
menggunakan metode Horner.

e S e e e R e e e e e A AR e e e e e e e e e e e |

Evva Mari Berkolaborasi
Q. ”

Kalian sudah dapat melakukan pembagian polinomial dengan menggunakan
metode Horner. Akan tetapi, metode yang telah dipelajari tersebut
mempersyaratkan bahwa pembaginya dalam bentukc. Di permasalahan

ini, kalian dan teman kalian akan diminta untuk menggunakan metode
Horner ketika pembaginya tidak hanya berbentyk- c.

Berkelompoklah dengan satu teman dan bagilah tugas agar masing-
masing mengerjakan salah satu permasalahan berikut ini.

1. Gunakan metode Horner untuk membage2- 5x2 + 4x — 3 dengan 2 —
1. Untuk melakukannya, ikuti langkah-langkah berikut.

a). Jadikan pembaginya menjadi bentafk — ¢). Berapakah nilaa danc?

b). Gunakan metode Horner untuk membagi#2- 5¢2 + 4x — 3 dengan
X —¢. Nyatakan hasilnya ke dalam bentuk berikut ini.
2=+ 4&-3=k-0) -H((X) +9x)

c). Gunakan manipulasi aljabar pada algoritma pembagian sedemikian
sehingga kalian akan mendapatkan bentuk berikut.
2C -5+ 4&—-3=(x—-1) -HX) +9Xx)

Dari bentuk terakhir tersebut, tentukan hasil bagi dan sisanya.
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2. Gunakan metode Horner untuk membadi— 10« — 5x + 10 denganx(—
1)k — 3). Gunakan panduan berikut ini.
a). Dengan metode Horner, bagilatt — 10¢ — 5< + 10 denganx(— 1)
dan nyatakan hasilnya ke dalam bentuk berikut.
x*—10¢ -5+ 10 =% —1) -H,(xX) +§(X)

b). Gunakan metode Horner untuk membagi (x) dengan X — 3).
Tuliskan hasilnya ke dalam bentuk berikut.

H,(x) = &= 3) -H,(x) +S(X)

c). Substitusikan persamaan pada bagian (b) ke persamaan pada bagian
(a) untuk mendapatkan bentuk seperti ini.
X =10 -+ 10 =X - 1)k — 3) -H(X) + SX)

Dari persamaan tersebut, tentukan hasil bagi dan sisanya.

Setelah menyelesaikan permasalahan tersebut, bagikan apa yang telah kalian
pelajari kepada teman kalian.

Teorema Sisa
Apakah pembagian polinomial hanya dapat digunakan untuk menentukan
hasil bagi dan sisa pembagian? Untuk menjawab pertanyaan ini, pelajari
aktivitas eksplorasi berikut.

2]
48 Eksplorasi

Membagi Polinomial dan Menentukan Nilai Fungsi Polinomial

Di dalam aktivitas ini kalian akan menyelidiki apakah ada hubungan antara
pembagian polinomial dan penentuan nilai fungsi polinomial.

1. Misalkan polinomialP(x) dibagi dengan suatu polinomial pembagi yang

berbentukx — c. Lengkapi tabel berikut dengan sisa pembagiannya dan
nilai P(c).
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P(x) Pembagi Sisa P(c)

PX) =x*+ & — 16 X—3 P3)=...
Px) =x?— 2 - 14 x—1 P@Q) =...
PX) =x+ 2¢—-Xx-—11 X+ 2 P(2)=...
P(x) =x3 + 7?2 — 4x — 28 X+7 PE7) = ...
PX) =x*—x®— 4+ & —10 | X P©) = ...

2. Amati kembali tabel yang telah kalian lengkapi di bagian 1. Setelah itu,
buatlah dugaan berdasarkan pengamatan tersebut.

3. Berdasarkan pengamatan terhadap tabel di bagian 1, Karuna menemukan
bahwa nilai sisa pembagian di kolom ketiga selalu sama dengarfA@)ai
di kolom keempat. Oleh karena itu, dia menduga bahwa sisa pembagian
polinomial A(x) oleh x — ¢ selalu sama dengan nil&(c), yaitu nilai
polinomial tersebut ketikax = c. Apakah kalian setuju dengan Karuna?
Jika iya, jelaskan alasannya. Jika tidak, berikan satu contoh yang dapat
membantah dugaannya Karuna.

Kalian telah mendapatkan simpulan mengenai sisa pembagian polinomial
dan nilai fungsi polinomial. Bandingkan simpulan kalian dengan teorema
berikut ini.

Sifat 2.1

Teorema Sisa
Jika polinomialP (x) dibagi dengamx — ¢, maka sisanya sama denga(c).

Teorema sisa tersebut dapat dibuktikan dengan menggunakan algoritma
pembagian dan fakta bahwa derajat dari sisa pembagian selalu kurang
dari polinomial pembagi. Untuk mengetahui penggunaan Teorema Sisa,
perhatikan Contoh 2.9 berikut.
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Contoh 2.9

Menggunakan Teorema Sisa
Tentukan hasil bagi dan sisanya jikR{x) = 2¢ + 5¢* — 10¢ + &2 — 10 dibagi
olehx + 4. Dengan menggunakan Teorema Sisa, tentukan{lad).

Alternatif Penyelesaian

Kalian akan melakukan pembagian pada dua polinomial yang diberikan
dengan menggunakan metode Horner. Karexar 4 =x — (-4), maka
pembagiannya ditunjukkan sebagai berikut.

-4 2 5 -10 9 0 -10

-8 12 -8 -4 16

+
2 -3 2 1 —4|6

Dengan demikian, hasil baginya adalakft 2 3x® + 2¢* + x — 4 dan sisanya
adalah 6.

Berdasarkan Teorema Sisa, nBP&+4) sama dengan sisa pembadir) oleh
X + 4 =x — (-4). Berdasarkan hasil sebelumnya, sisanya adalah 6, selitngga
(-4) =6.

JikaP (x) = 3° - 2x* — 6x3 — 48 — 8 dibagi dengar — 7, tentukan hasil bagi
dan sisanya. Gunakan Teorema isa untuk mencari HIgi).

e e e e e e e e R e e e e e e e e e e |

EV |i' Mari Mengomunikasikan
~ (14

Setelah mencermati Teorema Sisa, Ahmad mendapati bagasama
dengan sisa daR(x) setelah dibagi dengan-ckarenactersebut merupakan
pembuat nol dark —c (yaitu, selesaiar —c= 0 adalalx =c). Berdasarkan hal

ini, dia menduga bahwa Teorema Sisa tersebut juga berlaku jika pembaginya
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adalahax—b. Karena pembuat nalx—b adalahx =b/a, maka dia berpendapat
bahwa jikaP(x) dibagi dengarax — b, maka sisanya sama denggfh/a).

Apakah kalian setuju dengan dugaannya Ahmad? Jikaiya, jelaskan alasannya.
Jika tidak, berilah satu contoh yang membantah dugaan tersebut.

@
‘!Iil. Matematika dalam Budaya
opy

Berkunjung ke Candi Borobudur
Tak dapat dipungkiri, kemegahan dan keindahan
Candi Borobudur telah mengundang banyak
wisatawan untuk berkunjung ke candi tersebut.
Candi yang merupakan salah satu Situs Warisan
Dunia ini menjadi wujud betapa agungnya budaya
Gambar 2.19 Candi Borobudur  dan peradaban masa lampau Bangsa Indonesia.
s eI AE Y Fakta tersebut menjadi daya tarik tersendiri bagi
turis mancanegara untuk berkunjung ke Candi

Borobudur.

Seperti yang dilansir oleh Badan Pusat Statistik Kabupaten Magelang,
rata-rata banyaknya pengunjung Candi Borobudur pada tahun 2017-2019
adalah sekitar 320 ribu tiap bulannya. Secara lebih jelas, sebaran rata-rata
banyaknya pengunjung candi tersebut setiap bulannya disajikan pada
Gambar 2.20.
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400000+

2000001

0

Gambar 2.20 6EXE 6EXE &ER]JEOR]E 4IRKYRNYRK "ERHM &SVSFSHYV 7IXMET
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Setelah mencermati grafik pada Gambar 2.20, kalian tentu tidak asing
dengan polanya. Pola dalam grafik tersebut dapat dimodelkan dengan
menggunakan fungsi polinomial berderajat 4. Fungsi polinomial berderajat 4

yang paling sesuai untuk memodelkan pola tersebut adalah sebagai berikut.

y = 888,08' — 20.988° + 162.57¢ — 465.39%0+ 690.100

denganx adalah bulan dary adalah rata-rata banyaknya pengunjung di
bulan tersebut. Dengan menggunakan model tersebut, dapatkah kalian
memperkirakan banyak pengunjungnya di bulan Januari dan September?

Pembagian Polinomial

Kerjakan soal-soal latihan berikut dengan tepat dan benar!

Pemahaman Konsep
1. Benar atau Salallika polinomiaP (x) dibagi dengarf)(x), maka derajat
sisa pembagiannya selalu kurang dari der&pét).
2. Benar atau SalalCermati proses pembagian dengan metode Horner
berikut.
5 1 -6 8 -10

X
3. Karena polinomiaP(x) dibagi dengarnx — c sisanyak, makaP(c) =

Penerapan Konsep

4. JikaPxX) =x® —x*+x?—1 danQ (x) =x? + X — 1, tentukan hasil bagi dan
sisa pembagiaR(x) olehQ (X) dengan menggunakan pembagian bersusun
dan nyatakan hasilnya ke dalam bentBg) = Q(x) - H(X) + SX).
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Gunakan metode Horner untuk menentukan hasil bagi dan sisa
pembagian berikut ini.
X X X X

X
Pembagian bersusun dan metode Horner berikut digunakan untuk
mencari hasil bagi dan sisa pembagian setéah= 3¢ - 1%>+ 3 — 8
dibagi dengarQ(x) =x?— 4x + 3.

Cara 1. Pembagian Bersusun Cara 2: Metode Horner
3x-5 KarenaQ (X) =x2— 4x + 3 = k — 1)
X —4x+3)3x° - 172 + 31x - 8 (x — 3), proses pembagiannya adalah
Sd AL o By sebagai berikut.
- 1 3 -17 31 -8
-5x*+22x - 8 5 u 1
~5x2 + 20x 15 B +
X1 3 3 -14 17 9
Dengan demikian, hasil baginya 3 o b
5 dan sisanya adalalx 2 7. 3 -5 | 2

Jadi, hasil baginya adalak 3 5 dan
sisanya adalah 2.

Jawaban yang diperoleh dari dua cara tersebut ternyata berbeda.
Tentukan letak kesalahannya.
JikaP(x) = A - 1x° + x3 + 20 — 3 danc -, gunakan metode Horner
dan Teorema Sisa untuk menentukan niRg).
PolinomiaP(x) jika dibagix — 2 sisanya —3, dan jika dibagi 3 sisanya
—13. Tentukan sisa polinomial tersebut jika dibagi+ x — 6.
Perhatikan polinomial-polinomidhx) danQ(x) berikut.

PX)=2¢—-9%+ %-10

Q) = ((x—9x+7x-10
a). Tunjukkan bahwa kedua polinomial tersebut sama.
b). TentukanP(4) danQ(4).

c). Ubahlah bentuk polinomiaRx) =x*— 13¢ + 232 — 1 + 10 menjadi
bentuk seperti polinomialQx), dan gunakan hasilnya untuk

menentukanR(11).
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d). Gunakan metode Horner untuk membdfk) dengarx — 11.

e). Bandingkan operasi-operasi yang digunakan di bagian (c) untuk
menghitung R(11) dengan langkah-langkah yang digunakan di
bagian (d).

D. Faktor dan Pembuat Nol Polinomial J

Pada subbab sebelumnya, kalian telah mempelajari Teorema Sisa. Gunakan
pemahaman kalian terhadap teorema tersebut untuk menyelesaikan aktivitas
berikut.

2]
4& Eksplorasi

Mencermati dan Memilih Pembagian Polinomial

Di aktivitas ini kalian akan mencermati pembagian polinomial dan melihat
karakteristiknya. Untuk itu, lakukan pembagian pada setiap bentuk yang
diberikan dan pilihlah satu bentuk pembagian yang menurut kalian berbeda
dengan yang lain. Bersiaplah untuk memberikan alasan terhadap bentuk
pembagian yang kalian pilih.

X X X X
1 3.
X X
X X X X
2 4.
X X X

1. Teorema Faktor

Jika suatu polinomiaP(x) dibagi dengarx — ¢, salah satu kemungkinannya
adalah bahwa pembagian tersebut menghasilkan sisa nol. Berdasarkan
Teorema Sisa, kita dapat menyimpulkan bahi#g = 0. Dengan kata lain,

c adalahpembuat nol P. Jikac adalah pembuat ndP, apa hubungax — c
denganP(x)? Untuk menjawabnya, selesaikan aktivitas berikut.

2]
,.ﬁ Eksplorasi

Menuju Teorema Faktor
Aktivitas ini akan mengajak kalian menemukan hubungan antara pembuat
nol dan faktor dari polinomial.
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1. Lengkapi tabel berikut. Untuk mengisi kolom ketiga, tentukan niva)
untuk setiapP(x) danc yang diberikan. Untuk mengisi kolom keempat,
bagilahP(x) dengarnx — c dan nyatakan hasilnya ke dalam bentB) =

(X —0) -H(x) +9x).

R(X) C Ro PX) =k&-0 -HX) +3x)
PX) =x2—x—12 4
Px) =x3+ 3% - X — 27 -3
Rx) =x*— 16 -2

2. Setelah melengkapi tabel pada bagian 1, Ambar menduga bahwa jika
adalah pembuat nol daR, makax — c adalah faktor darP(x). Apakah
kalian setuju dengan dugaannya Ambar? Jelaskan alasannya!

3. Ambar memiliki dugaan lagi. Dugaannya kali ini merupakan “kebalikan”
dari dugaannya yang ada di bagian 2. Kali ini dia menduga bahwa jika
X — c adalah faktor darP(x), makac adalah pembuat nol daR. Apakah
kalian sependapat dengan Ambar? Jelaskan alasannya!

Berdasarkan aktivitas eksplorasi sebelumnya, kalian telah menemukan ide
dari Teorema Faktor. Isi dari Teorema Faktor disajikan sebagai berikut.

Sifat 2.4

Teorema Faktor
MisalkanP(x) adalah suatu polinomial daradalah bilangan rea®(c) = 0 jika
dan hanya jikax —c merupakan faktor darP (x).

Untuk mengetahui penggunaan Teorema Faktor, perhatikan Contoh 2.10
berikut ini.

Contoh 2.10

Memfaktorkan Polinomial

Ajeng mengamati bahwa jumlah semua koefisien dan konstaita =

x3 + 2 — 1% + 10 sama dengan nol. Oleh karena itu, dia menyimpulkan
bahwax — 1 merupakan salah satu faktBfx). Buktikan kesimpulan Ajeng
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tersebut dan gunakan kesimpulan itu untuk memfaktorkB¢x) secara
komplet.

Alternatif Penyelesaian
Kita akan membuktikan kesimpulan Ajeng dengan menggunakan Teorema
Faktor, yaitu dengan menentukan nilB{1).

A1) =2+2(1J-13(1)+10=1+2-13+10=0
KarenaP(1) = 0, maka berdasarkan Teorema Fakteic adalah faktor darP(x).

Selanjutnya, kita cari hasil bafi(x) setelah dibagi dengan— 1 dengan
menggunakan metode Horner.

1 1 2 -13 10
1 3 -10
1 3 -10 0

Dengan demikian, hasil baginya adalah + 3x — 10. Sekarang kita
faktorkan P (x) secara komplet seperti berikut.

X X X Polinomial yang diberikan
X X X Hasil metode Horner sebelumnya
X X X X2+ X-10=x-2)k +5)

MisalkanP(x) =x3— 2 — 2Ix — 18. Tunjukkan bahw®&(-1) = 0, dan gunakan
hal tersebut untuk memfaktorkaR (x) secara komplet.

(- Mari Berpikir Kritis

a). Apakah simpulan Ajeng di Contoh 2.10 selalu berlaku untuk semua
polinomial yang jumlah koefisien dan konstantanya sama dengan

nol? Jelaskan alasanmul!
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b). Ajeng juga memiliki prinsip bahwa jika jumlah koefisien suku-suku
yang eksponen variabelnya genap sama dengan yang ganjil, maka
polinomial tersebut memiliki faktox + 1. (Misalnya untuk(x) = 3¢
—13%2+ 5+ 21, karena 3 + 5 =-13 + 21 m&kg memiliki faktorx +
1.) Apakah kalian setuju dengan Ajeng? Jelaskan alasan kalian.

Apa yang telah digunakan oleh Ajeng pada Contoh 2.11 sangat bermanfaat
untuk menemukan faktor dari suatu polinomial. Selain itu, Sifat 2.5 berikut
ini juga dapat membantu kita untuk menemukan pembuat nol rasional dari
suatu polinomial.

Sifat 2.5

Pembuat Nol Rasional

Misalkan polinomialP (x) =ax" +a_x"'+ ... +ax +a, memiliki koefisien

dan konstanta yang semuanya bilangan bulat denqa@ Q)DQ -LND
polinomialA(x) tersebut memiliki pembuat nol rasioraly, makgo merupakan

faktor daria, dang merupakan faktor dara, .

Sifat 2.5 tersebut bersama dengan Teorema Faktor dapat mempermudah
kalian dalam menentukan faktor-faktor dari polinomial. Perhatikan Contoh
2.11 berikut.

Contoh 2.11

Menggunakan Teorema Faktor dan Pembuat Nol Rasional
Faktorkan polinomiaP (x) =x3 + 22 — & — 18 secara komplet.

Alternatif Penyelesaian

Jika polinomial tersebut memiliki pembuat nol rasiop&d, makgpmerupakan
faktor dari a, = 18, yaitu +1, +2, £3, 6, dan +9 sedanganerupakan
faktor daria_ = 1, yaitu +1. Dengan cara coba-coba, kita dapat menunjukkan
bahwa 3 adalah salah satu pembuat nol polinorR{®) tersebut.
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1 5 6 0

Dengan demikian, polinomidkx) dapat dituliskan sebagai perkalian faktor-
faktornya seperti berikut.

PX) =3¢ -10¢+x+6 =+ X+ 6)k—3) =k + )k + 2)k - 3)

FaktorkanP(x) = 2¢ — 3x? — 1% + 20 secara komplet.

s~~~

2. *EOXSV 4IQFYEX 2SP HER +VE¥%O *YRKWM 4SPMRS!
Kalian telah mempelajari Teorema Faktor di bagian sebelumnya. Teorema

Faktor tersebut memberikan koneksi antara pembuat nol dan faktor suatu

polinomial. Sekarang kita akan memperluas hubungan tersebut secara visual

dengan menggunakan grafik fungsi polinomial.

S
4Q Eksplorasi

1IRIQYOER /SRIOWM ERXEVE *EOXSV *YRKWM 4SPMRS

Di aktivitas ini kalian akan dipandu untuk menemukan koneksi antara fungsi

polinomial yang dinyatakan ke dalam bentuk pemfaktoran dan grafik fungsi

polinomial tersebut.

1. *XQDNDQ LQIRUPDVL SDGD *UD-N GDQ XQW
berikut ini dengan bentuk pemfaktoran dari fungsi polinomial yang

diberikan. (Untuk menentukan bentuk pemfaktorannya, kalian dapat
memanfaatkan pembuat nol rasional dan Teorema Faktor.)
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Fungsi Polinomial +VE¥O

y,,

ol y =f(x)
f(X) =x2—x—-2 T

Bentuk pemfaktoran: —Xo A %
f(x) = i&\/

Gambar 2.21 +VE¥ O #¥YRKWM

gx) =

y,,
I y=9x)
g(x) =x°—2¢ -5+ 6 ﬂ\
Bentuk pemfaktoran: Tk ol 1\/3 X

Gambar 2.22 +VE¥% O *gf RKWM

2. $PDWL NHPEDOL EHQWXN SHPIDNWRUDQ IXQJVL
pada bagian 1. Apa yang dapat kalian simpulkan?

Di dalam aktivitas eksplorasi sebelumnya kalian telah menemukan prinsip
yang sangat berguna untuk menggambar grafik fungsi polinomial. Jika fungsi
polinomial dapat kita nyatakan ke dalam perkalian faktor-faktornya secara
komplet, maka faktor-faktor tersebut berhubungan dengan perpotongan
grafik fungsi tersebut terhadap sumbt Prinsip ini ditegaskan olekifat
hasil kali nol . MisalnyaA dan B adalah bentuk-bentuk aljabar, maka
berdasarkan sifat hasil kali nol pernyataan berikut benar.

A -B=0 jika dan hanya jik# = 0 atauB= 0

Oleh karena itu, sampai di sini kita telah mendapatkan dua hal yang sangat
membantu untuk menggambar grafik fungsi polinomial, yaitu perilaku ujung-
ujung grafik yang telah kalian pelajari di subbab A dan perpotongan grafik
dengan sumbiX yang telah kalian temukan di aktivitas eksplorasi sebelumnya.
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Selain kedua hal tersebut, kita juga dapat menentukan perpotongan grafik
dengan sumbtY dengan cara mensubstitusF O ke dalam persamaan fungsi.
Untuk lebih memahaminya, perhatikan Contoh 2.12 berikut.

Contoh 2.12

41IVTSXSRKER +VE%O KIRKER 7YQFY
Tentukan perpotongan grafik fung$i(x) = —2¢ — 4x? + 1 + 12 terhadap
sumbuX.

Alternatif Penyelesaian

Untuk menentukan perpotongan grafik fundgskita tentukan semua pembuat
nolnya. Karena jumlah koefisien suku-suku yang memiliki eksponen ganijil
sama dengan yang genap, -2 + 10 = -4 + 12, maka —1 adalah pembuat nol
f ataux + 1 adalah salah satu faktornya (lihat kembali prinsipnya Ajeng di
Mari, Berpikir Kritis terakhir).

Selanjutnya kita gunakan metode Horner untuk menentukan hasil bagi
f(x) setelah dibagk + 1.

-1 -2 -4 10 12

2 2 -12

+
-2 -2 12 0

Dengan demikian, 52 — 4x* + 1k + 12 = X + 1)(-&2 — 2 + 12). Sekarang,
kita tentukan semua pembuat nolnya.

X X X =0 Hasil metode Horner sebelumnya
X X X =0 Faktorkan keluar —2 dari & — 2x + 12
X X X =0 X2+x—6=§k+3)k—2)

Selanjutnya, kita selesaikan persamaan terakhir dengan menggunakan sifat
hasil kali nol.

x 1=0 atau x 3=0 atau x 2=0
X ==1 X==3 X=2
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Jadi, grafik memotong sumbwX dix = -3, -1, dan 2.

Tentukan perpotongan grafik funggj (x) =x3 — 3 + 2 terhadap sumbX.

re e s e e e e s s s e e e e e s s A e e e e e e e e e e S s |

Pembuat Nol Kompleks
Pada Contoh 2.11 kalian telah melihat bagaimana memfaktorkan suatu
polinomial berderajat tiga menjadi perkalian tiga faktornya. Sekarang,
kerjakan aktivitas eksplorasi berikut untuk melakukan pemfaktoran pada
polinomial lainnya.

Z]
4@ Eksplorasi

Menemukan Semua Pembuat Nol Suatu Polinomial
Aktivitas ini akan memandu kalian untuk menemukan semua pembuat nol
suatu polinomial dan memfaktorkan polinomial tersebut secara komplet.

1. Carilah semua bilangan yang jika dipangkatkan empat hasilnya 81. Ada
berapa bilangan yang dapat kalian temukan?

2. Jelaskan mengapa permasalahan di bagian 1 sama saja dengan meminta
kalian untuk menentukan semua nilai yang memenuhi persamaan
berikut.

x*—81=0
3. Dengan memperhitungkan bilangan-bilangan kompleks, Julvri dapat
menemukan empat selesaian dari persame&an81 = 0. Menurut kalian,

empat selesaian tersebut apa saja?
4. Berdasarkan hasil di bagian 3, faktorkeénr- 81 secara komplet.

Dari kegiatan eksplorasi sebelumnya, kalian telah menyadari pembuat nol-
pembuat nol yang berupa bilangan kompleks dari suatu polinomial. Pembuat
nol seperti ini disebut dengan pembuat nol kompleks. Berdasarkan teorema
faktor, hasil kegiatan eksplorasi tersebut dapat dinyatakan sebagai berikut.
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Sifat 2.6

Faktorisasi Penuh Polinomial
JikaP (x) adalah polinomial berderajat dengann O PDND DGD ELODQJDGQ
bilangan kompleks, ¢, ¢, ...c, (dengara O VHGHPLNLDQ VHKLQJJD

P(X)=a(x—c)x—-c)...Xx—c)
Perhatikan Contoh 2.13 berikut untuk melihat bagaimana menentukan

pembuat nol dan faktor-faktor yang melibatkan bilangan kompleks dari
suatu polinomial.

'SRXSL

Menggunakan Faktorisasi Penuh Suatu Polinomial
Tentukan semua pembuat nol kompleks dBr{x) =x® — x> + x — 1 dan
faktorkan polinomial tersebut secara penuh.

Alternatif Penyelesaian
Pertama, kita faktorkan polinomial yang diberikan berikut ini.

X X X Polinomial yang diberikan
X X X Faktorkan keluax? di dua suku pertama
X X Sifat distributive

Untuk menentukan pembuat n@® selesaikan persama&x) = 0. Dengan
menggunakan sifat hasil kali nol, persamaan tersebut dapat diselesaikan
dengan membuat semua faktBfx) sama dengan nol.

X = atau x 1=0

x?=-1 x=1
x V1 i

Ada tiga pembuat nd®, yaitu 1, dan +. Dengan menggunakan Teorema

Faktor, maka kita dapat menuliskd¥x) menjadi seperti berikut.
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Tentukan semua pembuat nol kompleks dapt) =x3— 3x* +x + 5, kemudian
faktorkan P(x) tersebut.

(— Mari Berpikir Kritis

Apakah mungkin suatu polinomial yang semua koefisien dan konstantanya
berupa bilangan real memiliki tepat satu pembuat nol bilangan kompleks
yang bukan bilangan real?

Faktor dan Pembuat Nol Polinomial

Kerjakan soal-soal latihan berikut dengan tepat!

Pemahaman Konsep
1. Untuk suatu polinomialP(x), nilai P(10) adalah 0. Dengan demikian,
adalah faktor dari polinomial tersebut.

2. Benar atau Salah*UD-N 1 XQJVL FREOdQtBNg srb di
titik (3, 0). Dengan demikianx ¢+ 3) adalah faktor dai(x).
3. Benaratau SalakRungsP(x) = k + 7)k + 3)k—2) adalah fungsi polinomial

EHUGHUDMDW WLJD VDWX VDWXQ\DX\d@7) JUD-NQ\
0), (-3, 0), dan (2, 0).

Penerapan Konsep

4. JikaP(x) =x*— 2¢ - 13¢ + 14 + 24, tunjukkan bahw&-3) = 0 dar(2)
= 0. Gunakan fakta tersebut untuk memfaktorkBfx) secara komplet.

5. FaktorkarP(x) = 5¢ — 28¢ + 45 — 18 secara komplet.

6. 'DUL NHWLJD JUD-N SDGD *DPEDU PDQDNDK \
darif(x) = k + 1f(x — 1¢?
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(a (b) (©
Gambar 2.23 8MKE +VEY%O *YRKWM 4SPMRSQMEP
7. Diberikan tiga fungsi polinomial, yaitd(x) = x® + x*> — 6, g(X) = = —
x? + &, danh(x) = x® — 4x. Dari ketiga fungsi tersebut, manakah yang

JUD-NQ\D GLWXQMXNNDQ VHSHUWL SDGD *DPEDU
yl

>y
=y

Gambar 2.24 +VEY%O *YRKWM 4SPMRSQMEP

8. Carilah polinomial berderajat 4 yang pembuat nolnya adalah -3, 0, 1,
GDQ GDQ XNRHadalah Q.

9. Jikax + 2 darx — 3 adalah faktor daf(x) = 2 + ax? + bx + 18, tentukan
nilai a danb.

10. Carilah semua pembuat nol kompleks dafx) =x* — 5«2 — 36, kemudian
faktorkan polinomial tersebut secara penuh.

11. Tentukan selesaian kompleks dari persameanx®+ 5 = 18 — 1.

12. Sebuah peti kemas memiliki panjang 1 meter lebih dari dua kali lebarnya,
sedangkan tingginya dua kali lebarnya. Jika volume peti kemas tersebut
936 nd, tentukan luas permukaan peti kemas tersebut.

E. Identitas Polinomial J

Kalian dapat menggunakan matematika untuk bermain sulap? Untuk
mengetahuinya, silakan kerjakan aktivitas eksplorasi berikut.

I—m Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas XI



~
4ﬁ Eksplorasi

Bermain Sulap Menggunakan ldentitas Polinomial

Melalui aktivitas ini kalian akan mengetahui bagaimana menggunakan
identitas polinomial untuk bermain sulap. Untuk itu, lakukan langkah-
langkah berikut ini.

1. Pilinlah satu bilangan secara bebas.
2. Jumlahkan bilangan tersebut dengan 1 dan kurangi bilangan tersebut
dengan 1, kemudian kalikan hasil penjumlahan dan pengurangan
tersebut.
Jumlahkan hasil sebelumnya dengan 11.
4. Setelah selesai, kurangi hasilnya dengan kuadrat dari bilangan yang
kalian pilih di awal tadi.
Berapapun bilangan yang kalian pilih di awal, kalian selalu akan
mendapatkan 10. Sekarang cermati kembali apa yang telah kalian lakukan
untuk mendapatkan bilangan 10 tadi, kemudian kerjakan soal-soal berikut.

w

a). Jika bilangan yang kalian pilih tadi adalah Bentuk aljabar seperti
apa yang dapat memodelkan operasi-operasi matematika yang kalian
lakukan mulai dari langkah 1 sampai 47

b). Tunjukkan bahwa bentuk aljabar yang kalian temukan di bagian (a)
hasilnya selalu sama dengan 10.

c). Tunjukkan bahwa persamaan yang digunakan dalam permainan sulap
tadi setara dengan persamagh— 1=k + 1)k — 1).
Dengan ide yang sama, buatlah permainan sulap yang berbeda dan
terapkan ke teman kalian.

Di aktivitas eksplorasi tersebut, kalian telah menggunakan suatu persamaan
polinomial yang selalu benar untuk setiap kemungkinan nilai variabelnya.
Persamaan sepertiini disebut dengdentitas polinomial . Identitas polinomial
yang digunakan di aktivitas ekplorasi sebelumnya merupakan bentuk khusus
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dari salah satu identitas yang sudah dipelajari di pembelajaran-pembelajaran
sebelumnya. Identitas-identitas tersebut antara lain sebagai berikut.

Sifat 2.7

Beberapa Identitas Polinomial
Berikut ini adalah beberapa identitas polinomial.

a). &-k=@+b)(a-b)
b). @+hP2=a’+2ab+b?
c). @—hb=a—2ab+?
d). a@+b*=@+hb)@-ab+b?
e). a@-b*=@-b)@+ab+b?
% (a+bP=ad+ b+ A +b
g). @—-bP=a-33b+ Ak -b’

Untuk membuktikan bahwa suatu persamaan merupakan identitas, kita
perlu menunjukkan bahwa bentuk yang di ruas kiri persamaan tersebut sama
dengan yang di ruas kanan untuk setiap kemungkinan nilai variabelnya.

Sebaliknya, jika kita ingin menunjukkan bahwa suatu persamaan bukan

merupakan identitas, kita cukup memberikan satu contoh nilai variabel

yang membuat bentuk di ruas kiri persamaan tersebut tidak sama dengan
bentuk yang di ruas kanan. Untuk lebih memahaminya, perhatikan Contoh

2.14 berikut.

Contoh 2.14

Membuktikan Identitas Polinomial
Buktikan apakah setiap persamaan berikut merupakan identitas polinomial
atau bukan.

). (A -y = &~ Ay +y"
b). (A-5)(Aa+5)=4-2Ga+25
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Alternatif Penyelesaian

a). Persamaan yang diberikan merupakan identitas polinomial. Untuk
membuktikannya, kita akan memulai dari ruas Kiri, yaitu kita tunjukkan
bahwa bentuk di ruas kiri sama dengan bentuk yang berada di ruas
kanan seperti berikut.

22 2% 227 gp22 2 * Identitas polinomial 1
Sederhanakan
Karena kalian telah menunjukkan bahwa bentuk ruas kiri sama dengan
bentuk ruas kanan, maka terbukti bahwa persamaan yang diberikan
merupakan identitas polinomial.

b). Kita pilih a = 0 untuk menentukan nilai yang berada di ruas kiri dan
kanan persamaan.
Ruas kiri=(2 -0-5)(2 - 0+ 5) = (-5)(5) =-25
Ruas kanan = 4(0) 20(0) + 25 = 25

Karena ada = 0 yang menyebabkan bentuk ruas kiri tidak sama dengan
yang di ruas kanan, maka persamaan polinomial yang diberikan bukan
merupakan identitas polinomial.

Buktikan bahwa persamaan-persamaan polinomial berikut merupakan
identitas polinomial atau bukan.

a). (In-3p=am-27
b). (X—3P+5=4—1X+ 14

r\NVV\/\/\NVV\/\/\/\NV\/\/\/\NVV\/\AANV\/\AANVV\/\ANVV\/\AA/.
Identitas pada Contoh 2.14 bagian (a) juga dapat ditunjukkan dengan
menggunakan luas persegi. Hal ini diilustrasikan oleh Gambar 2.25 berikut ini.
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Gambar 2.25 OYEW TIVWIKM

é,va Mari Berkolaborasi

Buatlah sebuah identitas polinomial dan mintalah teman kalian untuk
membuktikan identitas polinomial tersebut. Koreksilah pekerjaan teman
kalian tersebut menggunakan proses yang telah kalian lakukan untuk
membuat identitas tersebut.

Salah satu kegunaan identitas polinomial adalah untuk memfaktorkan
polinomial. Hal ini ditunjukkan oleh Contoh 2.15 berikut ini.

Contoh 2.15

Menggunakan Identitas Polinomial
Faktorkan (& — 1¥ — 25.

Alternatif Penyelesaian
Polinomial yang diberikan merupakan pengurangan dua bentuk kuadrat.
Oleh karenaitu, kita gunakan identitas polinomial 1 untuk memfaktorkannya.

X X 25=52
X X Identitas polinomial 1
X X Hilangkan tanda
kurung
X X Sederhanakan
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Faktorkan 42 + 1Xy + 92
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Identitas Polinomial

Kerjakan soal-soal latihan berikut dengan tepat dan benar!

Pemahaman Konsep

1. Benar atau SalalSemua persamaan polinomial merupakan identitas
polinomial.

2. Benar atau Salaldika ada satu saja nilai variabel yang tidak memenuhi
suatu persamaan polinomial, maka persamaan polinomial tersebut
bukanlah identitas polinomial.

3. pP-¢’=

Penerapan Konsep
4. Buktikan apakah persamaan-persamaan polinomial berikut merupakan
identitas polinomial atau bukan.

a). 3k—1f=(X—- 3}
b). @—b+c?=a2+b?+c—-2@b—ac+hbg

5. Jikak®+x—-6)k—4)=P(x) - k + 3) adalah identitas, tentukan polinomial
P(X).

6. Masalah Bilangan. Togar melakukan perhitungan terhadap beberapa
pasang bilangan sebagai berikut.

F-2=9-4=5 3+2=5
#-F=16-9=7 4+3=7
R-£=25-16=9 5+4=09
#-5=36-25=11 6+5=11

Setelah mengamati polanya, Togar menyimpulkan bahwa selisih dari
kuadrat dua bilangan bulat yang berurutan selalu sama dengan jumlah
kedua bilangan tersebut. Apakah kalian setuju dengan pernyataannya
Togar? Jika iya, buktikan pernyataan tersebut. Jika tidak, carilah satu

contoh yang menyangkalnya.
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7. Tripel Pythagoras. Jikaa danb adalah bilangan-bilangan real positif
dengana > b, buktikan bahwa? — b?, 2ab, dana? + b> merupakan panjang
sisi-sisi segitiga siku-siku.

8. Faktorkan setiap polinomial berikut ini.

a). 16(4 -¥>-25

b). m*+ 6mn?+ Nn*
9. *UD-N I X@*WiI-2¢-2¢+x+10damg(x) =—-2¢+8&2+x—15
ditunjukkan pada gambar berikut.
Y
1 y =1(x)

TR RN
1 y=®

Gambar 2.26 + VEY2O *d&igwWw M
Tentukan titik-titik potong kedua grafik tersebut.

S' Rangkuman

1. Monomial adalah suatu bilangan, suatu variabel berpangkat bilangan
cacah, atau perkalian antara bilangan dan satu atau lebih variabel-
variabel berpangkat bilangan cacah. Polinomial adalah bentuk aljabar
yang berupa monomial atau penjumlahan dari dua atau lebih monomial.

2. Jika suatu monomial berbentuk<' dengana DGDODK NRH-VLHQ WDN
derajat monomial tersebut adalat Jika suatu monomial terdiri dari
beberapa variabel, derajatnya adalah jumlah dari eksponen semua
variabel tersebut. Derajat suatu polinomial adalah derajat dari sukunya
yang berderajat tertinggi.

3. Fungsi polinomial memiliki bentuk umurR(x) =a x"+a_Xx""'+a X"?
+...+¥ax+a dengana,a ,a ,, ...A, dana adalah bilangan-bilangan

n-1' “n-2?

real,a, o) Gdd&ah bilangan cacah.
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4.

o

10.

11.

12.

13.

BHULODNX XMXQJ XMXQJ JUD-N IXQJVL SROLQH
GHUDMDWQ\D JHQDS DWDX JDQMLO GDQ NRH-\
QHJIJDWLY

Penjumlahan dan pengurangan polinomial dilakukan dengan men-
jumlahkan atau mengurangkan suku-suku yang sejenis. Perkalian
polinomial dilakukan dengan menggunakan sifat distributif.

JikaP (x) dan Q (x) adalah polinomial, denga® (x O PDND DGD
polinomial-polinomial H (x) dan S (X) yang masing-masing tunggal,
denganS (x) adalah O atau polinomial berderajat kurang d&¥i(x),

sehingga

atau

Pembagian polinomial dapat dilakukan dengan cara bersusun ataupun
metode Horner.
Berdasarkan Teorema Sisa, jika polinomi¥k) dibagi dengamx — c,
maka sisanya sama dengB(t).
Misalkan P(x) adalah suatu polinomial dae adalah bilangan real.
Berdasarkan Teorema Faktoldalah pembuat ndtjika dan hanya jika
x — c faktor dari P(x).
3DGD JUD-N VXDWX IXQJVL SROLQRPLDO SHPEX
GLUHSUHVHQWDVLNDQ GHQJDQ SHUSRWRQJDQ JL
X.
Jikd(x) adalah polinomial berderajatdengam O PDND DGD ELODQ.
bilangan kompleks, ¢, c, ... €, (dengana O VHKLQJJD
AX) =a(x-c)(x-c) ... Xx—¢)
Identitas polinomial adalah persamaan polinomial yang selalu benar

untuk setiap kemungkinan nilai variabelnya.
Berikut ini adalah beberapa identitas polinomial yang sering digunakan.

a). a-bkP=(@+hb)(a-h)
b). @+bZ?=a?2+2ab+b?
c). @—hP=a-2ab+?
d). @+b’=(@+b)@—-ab+b?)
e). d-bP=(@-h)@@+ab+b?)
% (a+bpP=a+ 3+ Ak +b?
g). @—bhP=a-3aMb+Ab-b’
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Iy\/ Uji Kompetensi

Uji Pemahaman
Benar atau SalalTentukan apakah pernyataan nomor 1 sampai 3 berikut

benar atau salah.

1.

3.

SHULODNX XMXQJ JUD-N IXQJVL SROLQRPLDO \DQ
PHPLOLNL NRH-VLHQ XWDPD QHJDWLI DGDODK PHC(

NDQDQ DWDV ,
Pembagian pada dua polinomial dilakukan dengan menggunakan

metode Horner sebagai berikut.
3 1 0 -3 -8
3 9 18

1 3 6 10

Hasil pembagian tersebut dapat dinyatakan sebagai berikut.
X—=X-8=kk-3)k*+X+6)+10
Persamaanad— 1 = (2 + 1)(2 — 1) merupakan identitas polinomial.

Isian Singkat. Lengkapilah pernyataan nomor 4 — 6 berikut dengan isian

yang paling tepat.

4.
5.

Jikea O G D Adaav .
Berdasarkan Teorema Sisa, jika polinomik) dibagi dengarx + 4,

sisanya adalah

*UDPX) =&+ 5)k+ 2)(x— 2d) memotong sumbi di )

Tentukan derajat dari polinomial 9 x+ 2¢ — 4 — &* dan &'b® — 4&°

+ 20° - 10.

'"HVNULSVLNDQ SHULODNX XMXQx)=3+&D+~8> I XQJVL SR
+X E GDQ SLOLKODK JUD-N SDGD *DPEDU \DQJ
PHUHSUHVHQWDYV LiRes€buI.UD-N IXQJVL
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10.

11.

12.

13.

14.

yi
101

A B C
Gambar 2.27 8MKE +VE¥%»O *YRKWM 4SPMRSQMEP

Sederhanakam(+n+ 1)(n+n—-1)—Mm-n+1) M+n+1).
MisalkanP(x) = x* + x® — 3% — 3 danQ(x) = Kk + 2)k — 2). BagilahP(x)
denganQ(x) kemudian nyatakan hasilnya ke dalam bente) = Q(x) -
H(X) + §X).

Gunakan metode Horner dan Teorema Sisa untuk menentukan (@i
jika P(x) =x*— 10¢ + 84« — 28 darc = 9.

THQWXNDQ VHPXD WLWLN SRWRREXF¥BEN IXQJIVL
— 5 dengan sumbiX.

Tentukan semua pembuat nol kompleks dari polinonigd) = x3 — 4x% +
2x + 4 dan faktorkan polinomial tersebut secara penuh.

Buktikan apakah persamaan polinomial 49 % 27F = —2(14 + X) dan
(m? + n?? = (M? — n?? + (2nn)?> merupakan identitas polinomial.

Penerapan

15.

Luas Daerah. Perhatikan daerah yang diarsir pada Gambar 2.28 Daerah
tersebut terletak di antara dua lingkaran yang memiliki pusat sama.

N

R

Gambar 2.28 Luas Daerah yang Diarsir

Nyatakan luas daerah yang diarsir sebagai fungsi terhadap
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15.

16.

17.

18.

Luas Permukaan. Sebuah kotak karton berbentuk balok memiliki

panjang, lebar, dan tinggi secara berturut-turut 50 cm, 30 cm, dan 25 cm.

a). Tentukan luas permukaan kotak tersebut.

b). Jika kotak tersebut dibuat ulang dengan memotong panjang, lebar, dan
tingginya sepanjang m, tentukan luas permukaan kotak yang baru.

c). Tentukan nilaix jika luas permukaan kotak yang baru adalah 3.460 m

Volume. Seutas kawat yang panjangnya 144 cm akan digunakan untuk
membuat rangka balok yang alasnya berbentuk persegi dengan panjang
sisix cm.

a). Nyatakan volume balok tersebut sebagai fungsi terhadap
b). Tentukan daerah asal fungsi di bagian (a).
c). Tentukan volume balok tersebut untok= 12.
Finansial. Jika uang sejumlah 100 juta rupiah ditabung ke dalam
bank selama 3 tahun, maka saldo uang tersebut (dalam jutaan rupiah)
dinyatakan ke dalam rumus berikut.

Sx) = 100(1 «&)®

denganx adalah bunga yang diberikan bank tersebut per tahunnya.
Tentukan saldonya jika bank tersebut memberikan bunga 5% per tahunnya.

Letusan Gunung Berapi. Gunung Semeru adalah salah satu gunung
berapi yang dapat melontarkan batu pijar ketika meletus. Misalkan
sebongkah batu besar terlontar dari kawah gunung tersebut dengan
kecepatan 25 m/s dan dengan sudut 60° di atas garis horizontal,
perhatikan gambar berikut.

y _
vV =

20m

Gambar 2.29 Lontaran Batu Pijar
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'HQJDQ PHQJJIJXQDNDQ SULQVLS SULQVLS -VLND ¢
bahwa kawah gunung tersebut sebagai titik (0, 0), lintasan batu tersebut
dapat dimodelkan sebagai fungsi berikut.

s

denganx adalah jarak horizontal yang telah ditempuh batu tersebut,
sedangkary adalah ketinggiannya relatif terhadap kawah gunung.

a). Tentukan ketinggian batu tersebut relatif terhadap kawah gunung
ketika x = 25.

b). Batu tersebut membentur tanah ketika batu itu terletak 20 m di
bawah kawah. Tentukan jarak horizontal batu tersebut dari kawah
ketika sampai di tanah.

Penalaran

19. Nyoman mengalikan 2+ 3)(X — 3) dan menghasilkanxd+ 9. Untuk
memeriksa apakah yang dilakukannya sudah tepat, dia menggunakan
NDONXODWRU JUD-N XQWXNXR R3)(&XIJI) &amyD-U JUD-N
4x? + 9. Hasilnya diperlihatkan pada gambar berikut.

Gambar 2.30 BEQTMPER /EPOYPEXSV +VE%O
Karena dia hanya melihat satu grafik, maka dia menganggap bahwa
grafiky = (& + 3)(X — 3) berhimpit dengag = 4x2 + 9. Dengan demikian,
kedua polinomial tersebut sama sehingga jawabannya sudah tepat.
Jelaskan mengapa kesimpulan Nyoman terhadap tampilan kalkulator

grafiknya tidak tepat.
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20 BQWXN VHWLDS IXQJVL SROLQRPLDO \DQJ GLQ\DW
ini, tentukan banyaknya pembuat nol real dan pembuat nol tak realnya.
Jelaskan juga alasannya.

Yi Yi Yi

_ VAR AN ~N ],
‘Q X \_/0 X ol \J x
@ () ©

Gambar 2.31 8MKE +VE¥%O *YRKWM 4SPMRSQMEP

21. Buktikan Sifat 2.5, yaitu jjkdkx DGDODK SROLQRPLDO \DQJ VHPX
GDQ NRQVWDQWDQ\D DGDODK ELODQJDQ EXODW G
konstantanya tidak nol serta memiliki pembuat nol rasiopad, makap
adalah faktor dari konstantadamn DGDODK IDNWRU GBXJ.L NRH-VLHC

Strategi Menang Lelang

Pernahkan kalian mengikuti atau

sekedar melihat acara lelang?

Bagaimana proses pelelangannnya?

Di dalam suatu lelang, kalian dapat

melakukan penawaran secara terbuka

maupun tertutup. Jika dilakukan secara

terbuka, orang lain dapat melihat

berapa besar penawaran Kkalian. Gs"ﬁﬂiirﬁiﬁféﬁiﬁgiﬁﬁﬂ%zn
Sebaliknya, jika dilakukan secara

tertutup, orang lain tidak dapat melihat penawaran yang kalian buat. Selain
itu, kalian juga dapat melakukan penawaran berkali-kali atau hanya satu
kali. Orang yang melakukan penawaran tertinggi akan menjadi pemenang
lelang.
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Bayangkan kalian sedang melakukan acara lelang bersama dengan

teman-teman. Di dalam pelelangan tersebut, kalian hanya boleh melakukan
penawaran satu kali secara tertutup. Barang yang dilelang adalah sebuah
novel baru.

1.

w

Harga sebenarnya dari novel tersebut adalah Rp100.000,00. Agar
mendapat keuntungan, kalian tentu akan memberikan penawaran di
bawah harga tersebut. Sebagai contoh, jika kalian dapat mendapatkan
novel tersebut hanya dengan penawaran Rp10.000,00, keuntungan yang
kalian dapatkan adalah Rp90.000,00. Untuk setiap penawaran yang
disajikan dalam tabel berikut, berapakah keuntungan yang dapat kalian
dapatkan?

Penawaran 10.000 20.000 40.00(¢ 80.0000

Keuntungan

Di dalam lelang tersebut, misalnya kalian hanya melawan satu teman

dan teman tersebut juga mengetahui bahwa harga sebenarnya novel
tersebut adalah Rp100.000,00. Berapakah peluang kalian dapat menang
dengan penawaran Rp20.000,00? Dengan kata lain, berapakan peluang

teman kalian melakukan penawaran di bawah Rp20.000,00?

Berapakan peluang kalian menang dengan penawpnampiah?

Jika dalam suatu penawaran kalian memiliki peluang menang 40% dengan
keuntungan Rp60.000,00, maka dapat dikatakan bakewntungan
harapannyaadalah 40% x Rp60.000,00 = Rp24.000,00. Buatlah persamaan

yang memodelkan harapan keuntungan yang kalian peroleh jika

menawar sebesgp UXSLDK NHPXGLDQ VNHWVDODK JUD
keuntungan harapan maksimum yang dapat kalian peroleh?

Misalnya ada satu teman lagi yang bergabung ke dalam lelang tersebut
sehingga banyaknya peserta lelang menjadi tiga orang. Bagaimana
pengaruh keikutsertaannya terhadap keuntungan dan peluang menang

kalian dalam lelang tersebut? Buatlah persamaan untuk menghitung
keuntungan harapannya jika penawarannya sebgsarpiah, kemudian
VNHWVDODK JUD-NQ\D %HUDSDNDK NHXQWXQJDC
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6. Buatlah persamaan untuk menentukan keuntungan harapan jika
diketahui penawarannya rupiah dan banyaknya peserta lelangnga
orang. Jika banyaknya peserta semakin banyak, bagaimana keuntungan
harapan maksimumnya?

Ee e s S e e e s e s e e e e e s s e e e e e e S e e e e e |

@

Ingatlah kembali pengalaman belajar kalian di Bab 2 Polinomial ini. Setelah
itu, refleksikan pengalaman belajarmu tersebut dengan menanggapi
pertanyaan atau pernyataan panduan berikut.

1. Sejauh mana manfaat yang dapat kalian rasakan setelah berdinamika di
Bab 2 Polinomial? Ceritakan manfaat yang dapat kalian rasakan.

2. Strategi-strategi belajar seperti apa yang kalian gunakan untuk belajar
di Bab 2 Polinomial? Apakah semua strateginya sudah membantu untuk
belajar secara optimal?

3. Sekarang, nilailah pembelajaran kalian sendiri di Bab 2 Polinomial ini
dengan mencentang kolom-kolom yang sesuai pada tabel berikut.

TARGET PEMBELAJARAN

Subbab A Polinomial dan Fungsi Polinomial

1. Saya dapat membedakan polinomial dan bukan
polinomial.
2. Saya dapat menentukan derajat dari suatu
polinomial.
3. Saya mengetahui bentuk umum fungsi
SROLQRPLDO GDQ PHQJLGHQWL-NDVL NDUDNWHULVW
JUD-NQ\D

Subbab B Penjumlahan, Pengurangan, dan Perkalian Polinomi

4, Saya dapat melakukan penjumlahan polinomia
secara tepat.

5. Saya dapat melakukan pengurangan polinomial
dengan benar.

6. Saya dapat mengalikan polinomial secara tepat.
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TARGET PEMBELAJARAN

Subbab C Pembagian Polinomial

menentukan nilai suatu polinomial.

7. Saya dapat melakukan pembagian polinomial
dengan cara bersusun.

8. Saya dapat menggunakan metode Horner untuk
membagi polinomial.

9. Saya dapat menggunakan Teorema Sisa untuk

Subbab D Faktor dan Pembuat Nol Polinomial

HOLKDW NRH-V

OLQRPLDO

kompleks dari suatu polinomial.

Saya dapat membuktikan identitas polinomial

10. Saya dapat menggunakan Teorema Faktor untuk
memfaktorkan suatu polinomial.
12. Saya dapat menentukan pembuat nol rasional
GDUL VXDWX SROLQRPLDO GHQJDQ P
utama dan konstantanya.
13. Saya dapat melihat koneksi antara faktor,
SHPEXDW QRO GDQ JUD-N VXDWIX SR
14. Saya dapat menentukan semua pembuat nol

Subbab E ldentitas Polinomial

15.

16.

Saya dapat menggunakan identitas polinomial

untuk memfaktorkan suatu polinomial.

D Pengayaan

php?id=MTIO
Modul ini membahas pengertian dan operasi aljabar [=]

pada polinomial, pembagian polinomial, dan persamaan
polinomial.
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. Kristanto, Y. D., & Santoso, E. B. 2QAljabar dan TrigonometriSanata
Dharma University Press. Buku ini membahas beberapa topik terkait
polinomial yang dapat dijadikan pengayaan, misalnya Aturan Descartes
dan Teorema Fundamental Aljabar.
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Tujuan Pembelajaran
Setelah mempelajari bab ini, kalian diharapkan memiliki kemampuan
sebagai berikut.
. Menentukan konsep dari matriks.
. Mengidentifikasi jenis-jenis matriks berdasarkan ordo dan elemen penyusunnya.
. Menentukan matriks transpos.
. Menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan kesamaan dua matriks.

. Menjelaskan konsep operasi penjumlahan dan pengurangan dua matriks.

. Menjelaskan konsep operasi perkalian skalar dengan matriks dan
perkalian dua matriks.

. Menentukan determinan matriks berordo 2 x 2 dan 3 x 3.

. Menentukan invers matriks.

. Membuat model matematika dan menyelesaikan masalah kontekstual matriks.

Pengertian
Dasar Matriki WENTTS
Kesamaan Matriks
Dua Matriks Transpos
Operasi Determinan dg
pada Matriks l Invers Matriks )
Jumlah dan Selis Perkalian Determinan
Antarmatriks Matriks Matriks Nl
&Y Penjumlahan BY  Perkalian Matrik :
dengan Skalar Invers Matriks P
Pengurangan Perkalian
Matriks Dua Matriks
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Matriks, Matriks Transpos, Kesamaan Dua Matriks,
Penjumlahan Matriks, Pengurangan Matriks, Perkalian
Matriks, Determinan Matriks, Invers Matriks.

Kata

Kunci

C{g Pengantar Bab

Pesan Rahasia
Pengamanan dan kerahasiaa
data merupakan salah sat
hal yang sangat penting dari

suatu sistem informasi. Kasu
penyadapan banyak terjadi
baik kasus yang terjadi pad
komunikasi antar individu
maupun antar negara. Hal Gambar 3.1 Keamanan Data

ini sangat merugikan. Untuk

mengantisipasi hal tersebut sangat dibutuhkan suatu teknik pengamanan
data, salah satunya adalah teknik kriptografi. Kriptografi adalah suatu ilmu

dan seni menyandikan pesan ke dalam bentuk yang tidak dapat dimengerti
maknanya oleh orang lain. Kriptografi digunakan untuk menjaga keamanan

pesan yang dikirim dari suatu tempat ke tempat lain. Bagaimana cara untuk
membuat pesan kriptografi? Detailnya akan kalian lihat pada proyek bab
ini.

Pada bab ini kita akan mempelajari materi matriks. Salah satu cara
pembuatan pesan kriptografi adalah menggunakan bentuk matriks. Matriks
memiliki operasi perkalian yang melibatkan beberapa elemennya sekaligus
sehingga membuat penyidikan kode sulit dilakukan. Selain digunakan di
kriptografi, matriks juga banyak digunakan di bidang lain dalam kehidupan
sehari-hari. Tentu saja hal ini dapat kita pahami setelah mempelajari matriks.
Marilah, kita belajar matriks dengan sungguh-sungguh dan semangat.
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A. Menemukan Konsep Matriks )

Data sangat sering kita jumpai dalam kehidupan sehari-hari. Tampilan data
dapat berbentuk tabel atau daftar.

N
4Q Eksplorasi

Konsep Matriks
Melalui kegiatan eksplorasi ini, kalian diajak untuk menemukan konsep
matriks. Perhatikan informasi berikut ini.

Guru membagikan hasil ulangan harian mata pelajaran Matematika dan
Bahasa Inggris kepada Aisyah, Alex, dan Wayan. Aisyah mendapat nilai
80 pada mata pelajaran Matematika dan 75 pada mata pelajaran Bahasa
Inggris. Alex pada mata pelajaran Matematika mendapat nilai 70 dan pada
mata pelajaran Bahasa Inggris mendapat nilai 95. Wayan memperoleh nilai
Matematika tertinggi yaitu 95 sedangkan nilai Bahasa Inggris yang diperoleh
Wayan adalah 75. Sajikan data tersebut ke dalam Tabel 3.1.

Tabel 3.1. Data Nilai Ulangan Peserta Didik terhadap Dua Mata Pelajaran

Nilai Mata Pelajaran
Nama Peserta Didik

Matematika Bahasa Inggris

Aisyah
Alex

Wayan

Sajikan data pada Tabel 3.1 dalam bentuk baris dan kolom dengan
menghilangkan judul baris dan kolom ke dalam bentuk berikut

Susunan bilangan padaberbentuk .... .
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Tabel 3.2. Data Absensi Peserta Didik Kelas Xl dengan Rentang Waktu Satu

Semester
Nama Peserta
Didik
Aisyah 2 1 0
Alex 3 1 1
Wayan 1 2 1

Sajikan data pada Tabel 3.2 dalam bentuk baris dan kolom dengan
menghilangkan judul baris dan kolom ke dalam bentuk berikut

Susunan bilangan pad&berbentuk .... .

Susunan bilangan yang disusun padadan B di atas disebut dengan
matriks.

Dari matriksA danB dapat kita peroleh ciri-ciri yaitu

Secara umum matriks dapat didefinisikan sebagai berikut.

(1%RMW M

Matriks
Matriks adalah susunan bilangan yang disusun dalam suatu jajaran
berbentuk persegi panjang yang terdiri atas baris-baris dan kolom-kolom.

Kelompok bilangan tersebut ditulis di dalam kurung biasa ™, kurung

siku “ ", atau

Catatan:Dalam buku ini, matriks dituliskan dengan menggunakan kurung

siku“ 7.
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Penamaan suatu matriks dilambangkan dengan huruf kapital, seperti
A, B, C, D..., dan seterusnya. Bilangan-bilangan yang menyusun matriks
dinamakan elemen matriks. Elemen suatu matriks biasanya dinotasikan
dengan huruf kecil sesuai dengan nama matriksnya atau dapat ditulis huruf
besar apabila elemen matriks tersebut juga berupa matriks.

Secara umum matriks dapat ditulis sebagai berikut

Q; @, a;3 ... &, |—p baris ke-1
Ay 8y Aay ... A, |— baris ke-2
Ann=| 8y 8z ag ... ag|—» baris ke-3

8 Anp @yz ..o 8y |~ baris kem

kolom ken
kolom ke-3

kolom ke-2
kolom ke-1

Keterangan:

A, .- Matriks A berordo (ukuranynxn denganm menyatakan banyak baris

matriks A dan n menyatakan banyak kolom matrik&. Bilanganm dann

adalah bilangan-bilangan asli.

a: menyatakan elemen matriks pada baris ikdan kolom ket dengan
dan

'SRXSL

Konsep matriks
Perhatikan permasalahan berikut.

Covid-19 ¢oronavirus diseas#019) adalah jenis penyakit menular
yang disebabkan oleh virus dari golongaaronavirusyaitu SARS-CoV-2
yang sering disebut virus korona. Penyebaran virus ini di Indonesia
sangatlah cepat. Berdasarkan corona.jogjaprov.go.id data penambahan
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kasus Covid-19 di Daerah Istimewa Yogyakarta pada tanggal 25 dan 26
Juni 2021 adalah sebagai berikut.

Tabel 3.3. Data Penambahan Kasus Covid-19 di Daerah Istimewa Yogyakarta

Waktu 8IVOSRYYVQEWS$émbuh Meninggal
25/06/2021 783 277 16
26/06/2021 782 233 22

Ubahlah penampilan data tersebut dalam bentuk matriks kemudian
tentukan ordo dan elemen-elemen matriks tersebut.

Alternatif Penyelesaian
Matriks yang terbentuk dari data tersebut adalah:

A

Matriks A terdiri atas 2 baris dan 3 kolom matrik&.dikatakan berordo
atau berukuran 2x3 dan ditulis sebagsi, Misalkan elemen-elemen pada
matrik A di atas dinyatakan dengaul} yang berarti elemen matrika terletak
pada baris dan kolomj sehingga matrikA dapat ditulis sebagai berikut.

dengan demikian elemen-elemen pada contoh tersebut dapat dituliskan
sebagai berikut.

. a ... a
.a ... a
. a ... a

Tabel berikut menunjukkan data banyak hewan ternak yang dimiliki
beberapa warga di suatu desa.
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Tabel 3.4. Data Banyak Hewan Ternak.

INETE Ayam Bebek Kambing Sapi
Andi 6 15 5 0
Isogi 9 10 2 1
Nadivah 0 9 0 1
Rakha 12 6 0 2

a. Nyatakan data tersebut dalam bentuk matriks.
b. Tentukan ordo matriksnya.
c. Tentukan elemen,,dana,,

l

Evva Mari Berkolaborasi

Asupan gizi bagi atlet sangatlah penting. Asupan gizi diperlukan untuk
penyediaan energi tubuh saat seorang atlet melakukan berbagai aktivitas fisik
misalnya pada saat latihan, bertanding, dan pemulihan baik setelah latihan
maupun bertanding. Berdasarkan interaktif. kompag@tkiraan kebutuhan
minimal energi pada atlet renang putra pada usia 11-12 tahun untuk
kebutuhan normal adalah 2000 kalori, jika ditambah 1 jam latihan menjadi
2200 kalori, dan 2500 kalori apabila ditambah 2 jam latihan. Pada usia 13-14
tahun untuk kebutuhan normal dibutuhkan 2200 kalori, jika ditambah 1 jam
latihan menjadi 2500 kalori, dan 3000 kalori apabila ditambah 2 jam latihan.
Pada usia 15-18 tahun untuk kebutuhan normal dibutuhkan 2600 kalori, jika
ditambah 1 jam latihan menjadi 2900 kalori, dan 3200 kalori apabila ditambah
2 jam latihan. Pada usia 19-25 tahun untuk kebutuhan normal dibutuhkan
2700 kalori, jika ditambah 1 jam latihan menjadi 3000 kalori, dan 3300 kalori
apabila ditambah 2 jam latihan.

Jawablah pertanyaan berikut!

a). Sajikan data tersebut dalam bentuk tabel.

b). Tuliskanlah kelompok bilangan pada tabel tersebut ke dalam bentuk
matriks dengan nama matrika!

c). Tentukan banyak baris dan kolom pada matriks yang diperoleh pada
soal b.
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d). Sebutkan elemen pada baris kedua!

e). Sebutkan elemen pada kolom ketiga!

Y2 Sebutkan elemea,,, a,, dana,

g). Diskusikan hasil jawaban kalian dengan teman-teman. Tuliskan
perbedaannyal

J Konsep Matriks

Kerjakan latihan berikut dengan tepat dan benar!

Pemahaman Konsep

1. Benar atau salatMatriks adalah susunan bilangan di dalam kurung siku
saja.

2. Benar atau salalitlemen suatu matriks dapat ditulis dengan huruf besar.

3. Benar atau salahBanyak elemen pada matrik& merupakan hasil
perkalian antara banyak baris dengan banyak kolom pada ma#iks

Penerapan Konsep
4. Jikap , maka tentukan:

a). ordo matrikd?
b). elemen-elemen baris ke-3
. p P P

5. Daging hewan ayam, bebek, kambing, dan sapi merupakan sumber
protein yang baik. Selain itu, daging hewan tersebut juga mengandung
lemak dan menghasilkan kalori. Berdasarkan eatjoy.co.id, setiap 100
gram daging ayam mengandung lemak 25g; protein 18,2g; dan kalori 302
kal. Daging bebek mengandung lemak 28,6g; protein 16g, dan kalori 326
kal. Daging kambing mengandung protein dan lemak masing-masing
9,29 serta kalori 154 kal. Daging sapi mengandung protein dan lemak
masing-masing 14g serta kalori 207 kal. Sajikan data tersebut dalam
bentuk matriks, tentukan ordo dan sebutkan elemen matriknya.
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B. Jenis-Jenis Matriks J

Berikut merupakan jenis-jenis matriks yang perlu kalian ketahui.

1. Matriks Baris
Matriks baris adalah matriks yang berordoriMatriks baris terdiri dari
satu baris dan memuatelemen. Berikut ini adalah contoh matriks baris.

A , matriks baris yang berordo 1x2.

B , matriks baris yang berordo 1x5.

2. Matriks Kolom
Matriks kolom adalah matriks yang beroraox1. Matriks kolom terdiri
dari satu kolom dan memuat elemen. Berikut ini adalah contoh matriks

kolom.
A , matriks kolom yang berordo 2x1.
B , matriks kolom yang berordo 3x1.

3. Matriks Perseqi
Matriks persegi adalah matriks yang berordaxn dengan nilaim=n.
Berikut ini adalah contoh matriks persegi.

A , matriks persegi yang berordo 2x2.

B , matriks persegi yang berordo 3x3.

Perhatikan matriks persegi berordon di bawah ini.

— Diagonal samping matriké

—» Diagonal utama matrik#\
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Dalam matriks persegi, elemen-elemen yang terletak pada garis hubung
elemena,, dengan elemem  disebut dengan diagonal utama matriks,
sedangkan elemen-elemen yang terletak pada garis hubung elamen
dengan elemen,_ disebut dengan diagonal samping.

Matriks Datar dan Matriks Tegak

Matriks tegak adalah matriks yang berordo<n dengan nilaim >n yang
berarti banyak baris lebih banyak dari pada banyak kolom. Matriks datar
adalah matriks yang berordoxn dengan nilam<n yang berarti banyak
kolom lebih banyak dari pada banyak baris. Matriks datar dan matriks
tegak biasanya juga sering disebut matriks persegi panjang. Berikut ini
adalah contoh matriks datar dan matriks tegak.

A , matriks tegak yang berordo 3x2

B , matriks datar yang berordo 3x4

Matriks Segitiga

Matriks segitiga adalah matriks persegi dengan elemen-elemen matriks
yang berada di bawah diagonal utama atau di atas diagonal utama semua
bernilai nol. Matriks segitiga ada dua macam yaitu.

a). Matriks segitiga atas adalah matriks yang elemen-elemen di bawah
diagonal utama semuanya bernilai nol.

b). Matriks segitiga bawah adalah matriks yang elemen-elemen di atas
diagonal utama semuanya bernilai nol.
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6. Matriks Diagonal
Perhatikan matriks persegi berikut ini.

A B

Matriks persegi di atas semua elemennya bernilai nol, kecuali elemen-
elemen yang terletak pada diagonal utama. Matriks seperti ini disebut
dengan matriks diagonal.

7. Matriks ldentitas
Mari perhatikan matriks diagonal berikut ini.

Matriks diagonal dengan elemen-elemen pada diagonal utamanya satu
disebut dengan matriks identitas.

8. Matriks Nol
Perhatikan matriks berikut ini.

0 0

Matriks O tersebut semua elemennya bernilai nol. Matriks seperti ini
dinamakan dengan matriks nol.

9. Matriks Simetris
Matriks simetris adalah matriks persegi dengan elemen-elemen yang
letaknya simetris terhadap diagonal utama bernilai sama. Dengan kata
lain, eIemera”. sama dengan elemea]} dengan . Berikut ini contoh
matriks simetris.
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10. Matriks Transpos
Untuk memahami matriks tranpos kita perhatikan permasalahan berikut.

Kedisiplinan kehadiran dari peserta didik merupakan hal terpenting
untuk kesuksesan kegiatan belajar mengajar. Berikut ini adalah data
rekapan absensi kehadiran peserta didik setiap kelas di suatu SMA.

Tabel 3.5. Data Rekapan Absensi Peserta Didik Setiap Kelas di SMA dengan
Rentang Waktu Satu Semester.

Kelas

XMIPA XMIPA X XIMIPA XIMIPA XI XII Xl XII

1 p) IPS 1 p) IPS MIPA1 MIPA2 IPS

Keterangan
ljin 5 3 2 1 0 3 1 1 3
Sakit 1 4 0 1 1 8 2 1 3
Tanpa
0 2 2 0 8 2 5 1 2
keterangan

Data tersebut dicetak pada kertas sedaradscape

Jika data tersebut direpresentasikan ke dalam matriks akan diperoleh

matriks berikut ini.

Karena untuk keperluan laporan maka Kepala Sekolah SMA Makmur
menghendaki data tersebut dicetak dalam kertas separ&rait. Agar
tampilannya rapi maka matriksD, , berubah menjadi matriksD,_,
sebagai berikut.
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Dari permasalahan tersebut dapat kita peroleh bahwa matriks
merupakan transpos dari matriks . Matriks transpos adalah matriks
baru yang diperoleh dengan cara menukar elemen-elemen pada baris
menjadi kolom dan sebaliknya elemen-elemen pada kolom menjadi
baris. Matriks transpo® dinotasikan dengai™ atauD'.

'SRXSL

Matriks Transpos

JikaC merupakan matriks kolom, maka transpos matriRsdalah

matriks baris

JikaD merupakan matriks persegi, maka transpos
matriks D adalah yang juga merupakan matriks
persegi.

Tentukan transpos dan jenis matriks berikut.

c.C

a.A b.B
=0 . ! .
&~ |l' Mari Mengomunikasikan
=

Padi merupakan salah satu tanaman pangan yang memegang peran penting
bagi perekonomian di Indonesia. Terkadang padi yang akan dipanen
mengalami gangguan yang mengakibatkan penurunan hasil atau bisa
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disebut gagal panen. Hal ini dapat disebabkan oleh beberapa faktor seperti
kekeringan, banjir, dan hama. Berikut ini adalah data luas lahan tanaman
padi yang mengalami gagal panen.

Tabel 3.6. Data Luas Lahan Tanaman Padi (dalam ha) yang Gagal Panen Menurut

Penyebabnya.
Kabupaten Kekeringan Banjir
Pacitan 0 375 699
Ponorogo 27 991 321
Blitar 0 101 0
Kediri 327 12 0
Malang 0 0 2237
Jember 19 0 36

a. Pilih data dari Tabel 3.6. agar dapat membentuk matriks segitiga berordo
3x3.
Buatlah transpos dari matriks yang kalian buat!
Apa simpulan yang dapat kalian ambil berdasarkan jawaban a) dan b)?
Jelaskan!

Ea e s s S e s e s s e s s e e e e s s s e e e e e e e e e e ey |

Jenis-jenis Matriks

Kerjakan latihan berikut dengan tepat dan benar.

Pemahaman Konsep
1. Benar atau salatMatriks tegak merupakan bagian dari matriks persegi
panjang.

2. Benar atau salallika matriksA adalah matriks diagonal, maka matriks
A adalah matriks segitiga.

3. Benar atau salallika matriksl adalah matriks simetris, maka matriks
adalah matriks identitas.

4. Benar atau salalTranspos dari matriks baris adalah matriks kolom.
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Penerapan Konsep
5. Tentukan jenis matriks-matriks berikut.

a). A b). B C). C

6. Jika diketahui matriks A dan A' merupakan transpos

matriks A, maka tentukan jenis matrik& dan jenis matriksA".
7. Jika matriksl adalah matriks identitas, maka matriksadalah matriks
diagonal. Berikan penjelasan tentang kebenaran pernyataan tersebut.

C. Kesamaan Dua Matriks J

Pada subbab ini, kalian akan mempelajari kesamaan dua matriks. Untuk
itu, mari bersiap melakukannya dengan mengerjakan aktivitas eksplorasi
berikut ini.

N
4@ Eksplorasi

Kesamaan Dua Matriks
Melalui kegiatan eksplorasi ini kalian diajak untuk menemukan konsep
kesamaan dua matriks. Perhatikan permasalahan berikut.

Matriks berikut menunjukkan harga jual kue di Toko A.

Baris-barisnya secara berturut-turut menunjukkan ukuran kue kotak besar,
kotak sedang dan kotak kecil. Kolom pertama menunjukkan harga kue
bika Ambon, kolom kedua menunjukkan harga kue lapis legit, dan kolom
ketiga menunjukkan harga kue bolu pandan. Toko B menjual macam kue
yang sama dengan toko A. Selain itu ukuran dan harganya pun juga sama.
Sajikan data Toko A ke dalam matriksdan data Toko B ke dalam matriks

B. Amatilah kedua matriks tersebut. Menurut kalian apakah matAkdanB
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sama? Apakah kedua matriks tersebut memiliki ordo yang sama? Bagaimana
keterkaitan elemen-elemen seletak dari matriks dan B? Berikanlah
simpulan dari pengamatan kalian.

Ea e s s S e e s s s s e s s e e e e e s s s e e e e e e e e e e e Sy |

Dari permasalahan tersebut kita dapat menentukan konsep kesamaan dua
matriks sebagai berikut.

(1%RMWM

Kesamaan Dua Matriks

Matriks A danB dikatakan sama, dinyatakan sebagat B, jika dan hanya jika

a). matriksA dan matriksB mempunyai ordo yang sama

b). semua elemen-elemen yang seletak pada ma#ikianB mempunyai
nilai yang sama, (untuk semua nilai danj).

'SRXSL

Kesamaan Dua Matriks
Diketahui matriksA dan matriksB sebagai berikut.

danB
Jika matriksA sama dengaB maka tentukan nilak, y, danz.

Alternatif Penyelesaian
* Matriks A dan B berordo sama yaitu 2xBerarti syarat pertama bagi
kesamaan dua matriks telah terpenuhi
» Syarat kedua kesamaan matriksdan B adalah semua elemen-elemen
yang seletak mempunyai nilai yang sama, sehingga diperoleh sebagai
berikut.
X Imakax 1

maka 2
9 maka 3
Jadi nilaix 1, 2, dan 3.
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Diketahui matriksA dan matriksB sebagai berikut:
dan

Jika matriksA sama denga® maka tentukan nilai

ae e s e e e e s e s e e e e e s s e e e e N A A A e e e e ey |

Kesamaan Dua Matriks

Kerjakan latihan berikut dengan tepat dan benar!

Pemahaman Konsep

1. Benar atau salahDua matriks yang mempunyai ordo yang sama
merupakan salah satu syarat dua matriks yang sama.

2. Benar atau salahDua matriks yang sama selalu memiliki ordo yang
sama.

3. Benar atau salahlika diketahui matriksR dan C
maka matriksR sama dengan matriks.

Penerapan Konsep

4. Jka danl adalah matriks identitas beror@x2dimana

1, maka tentukan nilai

5. Hitunglah nilai yang memenuhi kesamaan matriks
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6. Aplikasi matriks dalam bidang komputer.
Gambar 3.2 menunjukan jaringan
komputer dengan 4 node, laju aliran dan
arah aliran di cabang-cabang tertentu
diketahui. Jika disajikan dalam matriks
sebagai berikut.

Gambar 3.2 Jaringan komputer

X X X X

dengan baris matriks secara berturut-turut menunjukkan n@deB, C, dan

D. Tentukan laju alirarx,, X,, danx,

D. Penjumlahan dan Pengurangan Antarmatriks J

1. Penjumlahan Matriks

il' Matematika dalam Budaya

Batik Emprit

Gambar 3.3 Batik Emprit
Sumberbbkb.kemenperin.go.id/ (2021)

Burung emprit (Jawa) atau burung pipit merupakan burung yang tidak
pernah lepas dari kelompoknya. Meskipun buruamprit berbadan kecil,
namun mampu bertahan menghadapi dunia yang luas karena mereka selalu
hidup berkelompok.

Motif batik burungemprt ini menyampaikan pesan agar manusia belajar
dari alam dan sekitarnya, bahwa sebagai makhluk sosial kita harus menjaga

hubungan baik dengan sesama.
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Tahukah kalian bahwa proses produksi batik dapat dijelaskan dengan
penjumlahan matriks?

Sebelum kalian melihat definisi formal dari penjumlahan matriks, kerjakan
kegiatan eksplorasi berikut.

~
4@ Eksplorasi

Melalui kegiatan eksplorasi ini kalian diajak untuk menemukan konsep
penjumlahan matriks. Perhatikan permasalahan berikut.

Batik telah menjadi bagian dari budaya Indonesia. Berikut ini adalah
data biaya bahan dasar dan data tenaga kerja di sebuah perusahaan industri
kerajianan batik pada bulan Januari.

Tabel 3.7. Data Biaya Bahan Dasar (dalam juta rupiah)

Batik Handprint Batik Cap Batik Tulis
Kualitas | 23 45 82
Kualitas Il 16 32 60

Tabel 3.8. Data Biaya Tenaga Kerja (dalam juta rupiah)

Batik Handprint Batik Cap Batik Tulis
Kualitas | 8 10 15
Kualitas Il 6 8 14

Dengan menggunakan konsep matriks biaya produksi dapat diperoleh
dengan langkah-langkah berikut.

a. Buatlah matriks biaya bahan dasar dan matriks biaya tenaga kerja!

b. Tentukan matriks biaya produksi yang merupakan penjumlahan dari
biaya pembelian bahan dasar dan biaya tenaga kerja!

c. Interpretasikan setiap elemen matriks biaya produksi!

d. Apabila pada matriks biaya bahan dasar data batik tulis dihapus, apakah
matriks biaya produksi dapat dihitung? Berikan alasanmu!
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Dari permasalahan tersebut, tulislah yang kalian ketahui dari
penjumlahan matriks.
[ e L T e T T T e s, |

Dari kegiatan ekplorasi yang telah kalian lakukan, definisi penjumlahan
matriks dapat ditulis sebagai berikut.

(1%RMW M

Penjumlahan Matriks

Jika matriksA dan B adalah matriks-matriks yang berordmxn dengan

eIemen-eIemera”. dan bij, maka ada matrik€C yang merupakan hasil
penjumlahan matrikA dengan matriks3 atau . MatriksCjuga

berodomxn dengan elemen-elemeli']]: a+ bij (untuk semua danj).

'SRXSL

Penjumlahan Matriks
Diketahui matriks-matriks berikut ini.

A dan B
Tentukan jumlah matriksA dan matriksB.

Alternatif Penyelesaian

Jadi jumlah matrikA dan matriksB adalah

Tentukan hasil penjumlahan matriks
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N
4ﬁ Eksplorasi

Sifat-Sifat Penjumlahan Matriks
Melalui kegiatan eksplorasi ini kalian diajak untuk menemukan sifat-sifat
penjumlahan matriks.

Diketahui matriks-matriks

A , B ,dan C
a. Hitunglah dan , dugaan apa yang kalian buat?
b. Tentukan dan . Apa yang dapat kalian peroleh?

c. Jika ada matrik® yang merupakan matriks nol maka tentukan
dan . Sifat apa yang dapat kalian dapatkan?
d. Jika matriks—A merupakan lawan dari matriké, A maka

tentukan penjumlahan matriké dan matriks—A. Apa yang dapat kalian
peroleh dari menjumlahkan kedua matriks tersebut?

Berdasarkan kegiatan eksplorasi yang kalian lakukan, dapat diperoleh sifat-
sifat penjumlahan matriks sebagai berikut.

TMJIEX

Sifat-Sifat Penjumlahan Matriks
Misalkan matriksA, B, Cdan O merupakan matriks-matriks yang berordo
sama, maka dalam penjumlahan matriks

.. Bersifat Komutatif : =
.. Bersifat Asosiatif : =
.. Terdapat sebuah matriks identitas yaitu matriks/ang bersifat

.. Matriks A mempunyai lawan yaitu A yang bersifat
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2. Pengurangan Matriks
Rumusan penjumlahan matriks dapat kita terapkan untuk memahami konsep
pengurangan matriks.

(1%RMW M

Pengurangan Matriks

Jika matriksA dan B adalah matriks-matriks yang berordmxn maka
pengurangan matriksA dengan matriksB didefinisikan sebagai jumlah
antara matriksA dengan lawan dari matrikB. Ditulis sebagai berikut.

'SRXSL

Pengurangan matriks
Diketahui matriks-matriks

A , B , danC

Tentukan pengurangan matriks:
a).
b).

Alternatif Penyelesaian

a).

b). Matriks A dan C berordo tak sama, dengan demikian tidak
terdefinisi.

Diketahui matriks-matriks p dan Q maka
tentukan

Bab 3 | Matriks m_l



Berdasarkan Contoh 3.5 jelas bahwa pengurangan mathikdan B
adalah dengan cara mengurangkan elemen-elemen matAkslengan
elemen-elemen matrikB yang seletak. Definisi pengurangan matriks dapat
pula dituliskan sebagai berikut.

(1%RMW M

Pengurangan matriks

Jika matriksA dan B adalah matriks-matriks yang berordmxn dengan

eIemen-eIemera”. dan bij , maka ada matriksC yang merupakan hasil
pengurangan dari matriké dengan matrik8 atauC = A—B. MatriksCjuga

berodomxn dengan eIemen-eIemer“Falj—bij (untuk semua danj)

'SRXSL

Pengurangan Matriks

Diketahui matriks-matriks dan, maka tentukan
A—-B.

Alternatif Penyelesaian

Diketahui matriks-matriks

P dan@Q

JikaX adalah matriks berordo 3x8anX + P= Q, maka tentukan matrik.
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(— Mari Berpikir Kritis

Apakah sifat-sifat operasi penjumlahan matriks pada Sifat 3.1 berlaku
untuk operasi pengurangan matriks? Berikan alasan!

Penjumlahan dan Pengurangan Antarmatriks

Kerjakan latihan berikut dengan tepat dan benar!

Pemahaman Konsep

1. Benar atau salalOperasi penjumlahan matriks dilakukan dengan cara
menjumlahkan elemen-elemen matriksdan elemen-elemen matrikd
saja.

2. Benar atau salalbua buah matriks dapat dikurangkan apabila matriks
tersebut memiliki ordo yang sama.
3. Benar atau salah.

Penerapan Konsep
4. Diketahui matriks-matriks

A danB . TentukanA-B.
5. Tentukan nilak, y, danz yang memenubhi:

, dengarO adalah matriks nol berordo<2.

E. Perkalian Matriks J

1. Perkalian Matriks dengan Skalar

Kalian sudah mempelajari penjumlahan matriks. Konsep penjumlahan
berulang pada aljabar akan digunakan dalam matriks. Mari, kita lakukan
kegiatan eksplorasi berikut.
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N
4Q Eksplorasi

Perkalian Matriks dengan Skalar

Melalui kegiatan eksplorasi kalian diajak untuk menemukan konsep
perkalian matriks dengan skalar. Konsep penjumlahan berulang pada aljabar
akan digunakan dalam matriks.

Perhatikan matriks berikut
A

Dengan aturan penjumlahan matriks dapat diperoleh
A A

A A A

Apabila penjumlahan matriks A sampai k kali maka diperoleh

Dari langkah-langkah di atas jelaskan yang kalian ketahui dari perkalian
matriks dengan skalar.

Ea e s s S e e e e s e e s s e S e e e s S e e e e e e e e e e S ey |

Dari kegiatan ekplorasi yang telah kalian lakukan, definisi perkalian matriks
dengan skalar dapat diungkapkan sebagai berikut.

(1%RMW M

Perkalian Matriks dengan Skalar

Jika matriksA adalah matriks yang berordmxn dank adalah bilangan
real k sering disebut skalar), mak# menyatakan matriks yang diperoleh
dengan mengalikan setiap elemen pada matAkdengank.
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'SRXSL

Perkalian Matriks dengan Skalar

Misalkan P ~ ,tentukan P.

Alternatif Penyelesaian

P

Jika __ dan 4, maka tentukarkQ.

TMJEX

Sifat-Sifat Perkalian Matriks dengan Skalar
Misalkan matriksA danB merupakan matriks-matriks yang berordo sama,
sertak danh merupakan skalar, maka memenuhi ketentuan berikut.
, dengarO adalah matriks nol
, untuk 0
Bersifat Asosiatif
Bersifat Distributif :
Bersifat Distributif :

2. Perkalian Dua Matriks

N
4Q Eksplorasi

Perkalian Dua Matriks
Melalui kegiatan eksplorasi ini kalian diajak untuk menemukan konsep
perkalian dua matriks. Perhatikan permasalahan berikut.
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Sebuah perusahaan yang bergerak di bidang konstruksi memiliki beberapa
kontrak pekerjaan di tiga lokasi yang berbeda yaitu di Kota Pontianak, Kota
Surabaya, dan Kota Makasar. Berikut ini disajikan data banyaknya karyawan
pada perusahaan di tiga lokasi tersebut.

Tabel 3.9 Data Banyak Karyawan

Lokasi Karyawan Tetap Karyawan Paruh Waktu
Kota Pontianak 450 120
Kota Surabaya 380 140
Kota Makasar 420 87

Besar gaji per hari untuk karyawan tetap adalah Rp125.000,00 sedangkan
untuk karyawan paruh waktu Rp80.000,00. Dengan menggunakan konsep
matriks dana yang harus dikeluarkan perusahaan di setiap harinya pada
setiap lokasi dapat diperoleh sebagai berikut.

Misalkan data banyak karyawan menjadi matriks dan besar gaji
karyawan (dalam ribu rupiah) menjadi matrilg

Dana yang harus dikeluarkan perusahaan tersebut dinyatakan ke dalam
matriks dengan mengalikan matrik& dengan matriks.

a. Interpretasikan setiap elemen matriks hasil perkalian matriks diatas.

b. Perhatikan ordo matrik#\, ordo matriksB, dan ordo matrik\B. Dugaan
apa yang dapat kalian buat?

c. Apabila salah satu kolom pada matriRsdihilangkan apakah perkalian
matriks A dengan matrikB dapat dilakukan? Jelaskan.

d. Dari permasalahan tersebut, tulislah simpulan yang kalian ketahui dari
perkalian dua matriks.
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Dari kegiatan ekplorasi yang telah kalian lakukan, definisi perkalian dua
matriks dapat diungkapkan sebagai berikut.

(1%RMW M

Perkalian Dua Matriks

Jika matriksA adalah matriks berordo danBadalah matriks berordo
maka ada matrik<C yang merupakan hasil perkalian matrik&

dengan matriksB atau . Matriks C berordo dan elemen-

elemencu. dihitung dengan cara mengalikan elemen barid k&da matriks

A terhadap elemen kolom kepada matriksB, kemudian ditambahkan

hasilnya.

'SRXSL

Perkalian Dua Matriks

JikaA danB , tentukan matriksAB dan matriksBA

Alternatif Penyelesaian
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matriks BAtidak terdefinisi karena banyak kolom pada matrisidak sama
dengan banyak baris pada matriks

JikaC danD , tentukan matriksCD dan matriksDC.

(‘ Mari Berpikir Kritis

Di sebuah industri rumah tangga memproduksi makanan kripik tempe,
kripik pisang, dan kripik kentang. Makanan tersebut dipasarkan ke tiga
tempat yaitu tempat A, B, dan C. Banyaknya kripik (dalam toples) disajikan
pada matriksP berikut. Kolom dalam matrik® tersebut berturut-turut
menunjukkan tempat A, tempat B dan tempat C sedangkan baris-barisnya
secara berturut-turut menunjukkan kripik tempe, kripik pisang, dan kripik
kentang.

Harga untuk setiap toples keripik (dalam rupiah) dinyatakan dalam
matriks berikut.

Q

a. Tentukan matrik$Q

b. Apakah matriks PQ merupakan matriks pendapatan untuk setiap
tempat? Apabila iya, interpretasikan setiap elemen matriks tersebut
namun apabila tidak carilah solusi agar menemukan matriks
pendapatan untuk setiap tempat.
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TMJIEX

Sifat-Sifat Perkalian Dua Matriks

Berikut ini merupakan sifat-sifat perkalian dua matriks.

Misalkan matriksA, B, C, dan| merupakan matriks-matriks yang berordo
sama] merupakan matriks identitas, maka memenuhi ketentuan berikut.
Bersifat Asosiatif :

Identitas

Distributif : atau

(- Mari Berpikir Kritis

$SDNDK SHUNDOLDQ GXD PDWULNYV EHUVLIDW NRP>

Kalian telah mempelajai tentang bilangan kompleks di Bab 1. Mungkin ada
di antara kalian berfikir pendefinisian bilangan kompleks terlalu dibuat buat,
mulai dari pendefinisian sesuatu yang tidak ada yakni/ 1. Pada kegiatan
berpikir kreatif berikut, kalian akan melihat bahwa sistem pada bilangan
kompleks yakni tentang?® 1 dapat di analogikan dengan menggunakan
konsep operasi matriks.

Mari Berpikir Kreatif

3

.

Jika diketahui dan i, dengan menggunakan operasi

penjumlahan matriks dan perkalian matriks dengan skalar maka buktikan:

1 1 2 2
a 11 b. 2 2
1 1 2 2
dengan menggunakan' * | dan ? ?  _ buktikan:
1 1 2 2
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Perkalian Matriks

Kerjakan latihan berikut dengan tepat dan benar!

Pemahaman Konsep

1. Benar atau salaiMisalkank adalah skalar daA adalah matriks berordo
mxn, makakA juga berordamxn.

2. Benar atau salahllika matriksA dan B berordo sama, dengaf adalah
matriks nol danB adalah sembarang matriks mak# juga matriks nol.

3. Benar atau salaffidak ada matriks yang memenuhi sebukan matriks
nol danAA=A.

Penerapan Konsep

4. DiketahuiP , Q , danX matriks berordo 22 yang
memenuhi persamaan . Tentukan matriksx.
5. Diketahui , tentukan nilai

6. Ekonomi. Tata, Putri, dan Qaila menabung di Bank bersama-sama.
Matriks besarnya tabungan mereka (dalam rupiah) adalah:

Apabila suku bunga tunggal 6% per tahun. Tentukan matriks besarnya
bunga tabungan (dalam rupiah).

7. Ekonomi. Sebuah toko kue kering memiliki dua cabang yaitu di
Yogyakarta dan di Jakarta. Berikut ini adalah matriks banyaknya kue

(dalam toples) dengan kolom-kolom matriks berturut-turut menyatakan
kue putri salju, kue nastar, dan kue sagu.

Harga kue putri salju tiap toples adalah Rp40.000,00; kue nastar
Rp30.000,00; dan harga kue sagu Rp27.000,00. Dengan konsep perkalian
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matriks tentukan pendapatan di setiap cabang toko kue apabila semua
kue terjual.

F. Determinan dan Invers Matriks J

1. Determinan Matriks

Konsep determinan matriks ada kaitannya dengan penyelesaian sistem
persamaan linear. Kita perhatikan sistem persamaan linear dua variabel
(SPLDV) berikut.

Solusi umum dari sistem persamaan linear dua variabel (SPLDV) tersebut
dapat ditunjukkan berikut ini.
dan ,dengana a aa

Perhatikan bahwa kedua pecahan sebelumnya memiliki penyebut yang
samayaitua a a a Yyang disebut sebagai determinan matriks

(1%RMW M

Determinan matriks

Jika maka determinan dari matrik8 dapat dinyatakan

Dari Definisi 3.8., penyelesaian sistem persamaan linear dua variabel (SPLDV)
dapat ditentukan dengan menggunakan matriks sebagai berikut.

Bentuk matriks:
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Nilai x dany dapat ditentukan

dan ,dengana a 7
a a

, , dan

Himpunan penyelesaian sistem persamaan linear dua variabel (SPLDV)
adalah himpunan yang memuat pasangan berurutany).

'SRXSL

Determinan Matriks berordo 2 x 2

1. Tentukan nilai determinan matriké

2. Tentukan penyelesaian dari sistem persamaan linear

Alternatif Penyelesaian

LA ‘

2. Bentuk matriks dari SPLDV di atas adalah
Nilai x dany adalah sebagai berikut.

Himpunan penyelesaian sistem persamaan linear adalah
himpunan yang memuat pasangan berurutan

I—m Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas XI



1. Diketahui matriks dan M , tentukan nilaix.
2. Tentukan penyelesaian dari sistem persamaan linear

Eaa e s s s S e s s s e e e s s e s e A A e e e e e e |

a. Metode Sarrus

Bagaimana cara menentukan determinan matriks berordo 3x3?
Perhitungan determinan matriks berordo 3x3 merupakan pengembangan
dari perhitungan determinan matriks berordo 2x2. Ingat, Definisi 3.8
determinan matriks berordo 2x2 dapat kalian amati sebagai berikut.

Misalnya , maka determinan matrika:
®
:>< aa aa
(+)

Metode ini disebuiMetode Sarrus.

Untuk menentukan determinan matriks berordo 3x3 dengan metode
Sarrus, caranya adalah dengan menyalin elemen-elemen pada kolom pertama
dan kedua dari matriks tersebut ke sebelah kanan. Setelah itu, determinan
matriks berordo 3x3liperoleh dengan menjumlahkan atau mengurangkan
dari hasil perhitungan enam diagonal (elemen tiap diagonal dikalikan
dahulu), seperti yang ditunjukkan berikut ini.

Misalnya , maka determinan matrika:
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(+) +) ()

aaa aa a aaa aaa aaa a aa

Catatan: Metode Sarrus hanya dapat digunakan untuk menentukan
determinan matriks berordo 2x@an 3x3

b. Metode Ekspansi Kofaktor
Metode ekspansi kofaktor digunakan untuk menentukan determinan berordo
lebih dari 2x2.

(1%RMW M

Minor dan Kofaktor Matriks

JikaA adalah sebuah matriks persegi maka minor elelall]&ﬁnotasikari\/lij

dan didefinisikan sebagai determinan dari sebuah matriks yang diperoleh
setelah baris ke-dan kolom ke matriks A dihilangkan. Kofaktor elemen

baris ket dan kolom keradalah

Untuk memahami minor dan kofaktor, perhatikan penjelasan berikut.
Misalkan A adalah matriks berordo 3x3, mina&,, diperoleh dengan
menghilangkan elemen pada baris kedua dan kolom kedua.

maka ‘ ‘

Dihilangkan baris kedua
dan kolom kedua
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Kofaktor elemere,,adalah
Kofaktor elemera,,adalah

Matriks kofaktor A

Setelah kita mempelajari kofaktor dan minor di atas determinan matriks
dengan ekspansi kofaktor dan minor dapat di tentukan dengan definisi
berikut.

(1%RMW M

Determinan Matriks Metode Ekspansi Kofaktor
Jika A adalah sebuah matriks persegi (ordo lebih dari 2x2) maka
determinan matriksA dapat ditentukan sebagai berikut.

(ekspansi kofaktor minor kolom kg-

(ekspansi kofaktor minor baris kg-

'SRXSL

Determinan Matriks

Tentukan determinan matrik$
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Alternatif Penyelesaian |
Determinan matriks® dengan Metode Sarrus.

® ® ®

(24) (30) (36)

Alternatif Penyelesaian Il

Kita akan menggunakan ekspansi kofaktor baris pertama untuk menentukan
determinan matriksP.

Al

Tentukan determinan matrik®R menggunakan metode:

a. Metode Sarrus
b. Metode Ekspansi Kofaktor kolom ketiga

'"HWHUPLQDQ PDWULNY EHURUGR Z LQL GDSDW NLW!|I
penyelesaian sistem persamaan linear tiga variabel (SPLTV). Perhatikan
SPLTV berikut.
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Bentuk matriks:

Nilai X, y, danz dapat ditentukan sebagai berikut.

, , dan , denganD z0

1 1 dan

Himpunan penyelesaian sistem persamaan linear tiga variabel (SPLTV)
adalah himpunan yang memuat triple berurutany,2.

2]
48 Eksplorasi

Sifat Determinan Matriks
Melalui kegiatan eksplorasi, kalian diajak untuk menemukan sifat determinan
matriks.

Diketahui matriks-matriks

A danB

a. Hitunglah nilai A|, B|, dan tentukan matrik#\B.
b. Tentukan A|[B|dan AB|. Dugaan apa yang kalian peroleh?

Berdasarkan kegiatan eksplorasi yang telah kalian lakukan, sifat determinan

dapat ditulis sebagai berikut.
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TMJIEX

Sifat Determinan Matriks
Jikap| danB|, maka | | || |.

Mari Berpikir Kreatif

>

Selidiki apakah pernyataan berikut berlaku untuk semua matriks.

o Jikap, B, dan@, maka] | | || | |.
» JikaA merupakan matriks berordo n dank merupakan skalar, maka

2. Invers Matriks

Di dalam himpunan bilangan real, setiap bilangan(bukan nol) memiliki
kebalikan yaitu bilangana dengan sifat 1. Bilangana™
disebut invers (kebalikan) perkalian daxi Berdasarkan pengetahuan tersebut
invers matriks dapat didefinisikan.

(1%RMW M

Invers Matriks
JikaA adalah sebuah matriks beroraxn dan| adalah matriks identitas
berordonxn, maka terdapat matriké—yang memenuhi sifat

1 1

A disebut matriksnonsingulardan A7 disebut invers dari matriksA.
Jika matriksA™ tidak dapat ditemukan maka disebut dengan matriks
singular

Catatan:
... Matriks A disebut matriksnonsingulaijika Az
... Matriks A disebutmatriks singularjika A
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Invers Matriks Berordo 2 2

Matriks memiliki invers jika dan hanya jika

|| . Invers matriks A dapat ditentukan sebagai
berikut.

dengan | | dan

'SRXSL

Invers matriks berordo 2x2

Tentukan invers dari matriksA

Alternatif Penyelesaian
Al

Diketahui X dan Y . Tentukan matriks X-+Y-1.

Apakah matriksX-*+Y-*sama dengan matriks<¢Y)?
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BYQYW

Invers Matriks Berordo 3x3
Matriks memiliki invers jika dan hanya jide| z0.

Makainvers matriksA dapat ditentukan sebagai berikut.

Determinan matriksA dapat ditentukan dengan Metode Sarrus atau metode
ekspansi kofaktor minor dardjoin(A) dapat ditentukan dengan transpos
dari matriks kofaktor.

2]
4& Eksplorasi

Sifat Invers Matriks
Melalui kegiatan eksplorasi ini kalian diajak untuk menemukan sifat invers
matriks melalui pendekatan penyelesaian SPLDV.

Perhatikan sistem persamaan linear dua variabel berikut.

Lakukan langkah-langkah berikut.
i). Sajikan SPLDV di atas dalam bentuk matriks;

i). kalikan kedua ruas denganzl Z ;
iii). hitunglah hasil dari langkah ke ii.

Misalkan , dugaan apa yang kalian peroleh dari kegiatan eksplorasi

tersebut? Jelaskan.

Berdasarkan kegiatan eksplorasi yang telah kalian lakukan, sifat invers
matriks dapat ditulis sebagai berikut.
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TMJIEX

Sifat Invers Matriks
JikaA adalah matriks yang mempunyai invers, maka sistem persamaan linear
AX=Bdapat ditentukan penyelesaiannya deng&nAB.

Determinan dan Invers Matriks

Kerjakan latihan berikut dengan jelas dan benar!

Pemahaman Konsep
1. Benar atau salallikaA danB merupakan matriks persegi yang berordo
samamaka | | | | |

2. Benar atau salaMatriks adalah matriks singular.

3. Benar atau salalRlikaA adalah matriks yang mempunyai invers, maka
1
Al AL

Penerapan Konsep

4. JikaA , B , dan matriksC memenuhiAC = B maka

tentukan nilai determinarC.
5. Tentukan ABY)tjika diketahui A danB

6. Biologi. Ahli biologi menempatkan tiga jenis bakteri ke dalam tabung
reaksi yang diberi tanda Strain |, Strain Il, dan Strain Ill. Ada tiga jenis
makanan berbeda yang setiap hari disediakan yaitu 980 satuan makanan
A, 740 satuan makanan B, dan 680 satuan makanan C. Setiap bakteri
mengonsumsi sejumlah satuan makanan setiap harinya yang disajikan
pada matriks berikut.
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Tentukan banyak bakteri dari Strain |, Strain Il, dan Strain Il dengan cara:
a). Determinan matriks
b). Invers matriks

S. Rangkuman

1. Matriks adalah susunan bilangan yang disusun dalam suatu jajaran
berbentuk persegipanjang yang terdiri atas baris-baris dan kolom-
kolom. Kelompok bilangan tersebut di dalam kurung biasa”;’ kurung
siku“ " atau* "

2. Matriks A denganm baris dann kolom disebut matriks berorodo
(berukuran)mxn. Bilangan dalam matriks disebut elemen matriks.

3. Transpos matriks adalah matriks baru yang diperoleh dengan cara
menukar elemen-elemen pada baris menjadi elemen-elemen pada kolom
dan sebaliknya. Transpos matriksditulis A" atauA'. Jika ordo matriks
A adalahmxnmaka ordoA' adalahnxm,

4. Dua matriks dikatakan sama jika dan hanya jika kedua matriks tersebut
mempunyai ordo yang sama dan semua elemen seletak bernilai sama.

5. Penjumlahan atau pengurangan matriks dan B dapat dilakukan
jika matriks A dan B memiliki ordo yang sama. Operasi penjumlahan
atau pengurangan matriks dilakukan dengan cara menjumlahkan atau
mengurangkan elemen-elemen matriksdanB yang seletak.

6. Jika matriksA matriks yang berordanxn dank adalah bilangan real
(k sering disebut skalar), makad menyatakan matriks yang diperoleh
dengan mengalikan setiap elemen pada matAkdengank.

7. Dua buah matriks dapat dikalikan apabila banyak kolom matriks yang
dikali sama dengan banyak baris matriks pengalinya.

8. Jika maka determinan dari matriké\ dapat dinyatakan

9. Misalnya , maka determinan matriké.:
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(+) ) )

aaa aaa aaa aaa aaa a aa

10. JikaA adalah sebuah matriks persegi (ordo lebih da2) 2maka
determinan matriksA:

(ekspansi kofaktor minor kolom kg-

(ekspansi kofaktor minor baris kig-

11. Matriks dapatdiinversjikadanhanyajika|
maka invers matrikA\ dapat ditentukan oleh ﬂ , dengan
\ \ dan

12. Matriks dapat di invers jika dan hanya jik#A\ z0
maka invers matrik#\ dapat ditentukan oleh — , dengan

determinan dapat ditentukan dengan Metode Sarrus atau metode
ekspansi kofaktor minor danAdjoin(A) dapat ditentukan dengan
transpos dari matriks kofaktor.
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Iy\/ Uji Kompetensi

Uji Pemahaman

1. Benar atau Salaldika diketahui matriks\, B, danC denganAB=C danC
memiliki 3 baris, maka matrikB juga memiliki 3 baris.

2. Benar atau Salaldikal danA adalah matriks yang dapat dikalikan dan
adalah matriks identitas , mak& 2,

3. Benar atau Salahlika matriksA dan B adalah matriks persegi yang
berordo sama, maka :

4. Benar atau SalahJika matriks A dan B adalah matriks-matriks
yang mempunyai invers dan berordo sama yaityn, maka matriks

denganl adalah matriks identitas berordoxn.

Penerapan
5. Tentukan nilak, y, danz, jika diketahui matriks

adalah matriks simetris.

6. Diketahui matriks-matriks berikut.

A : , danC
Jika = C danC' merupakan tranpos matrik€ maka tentukan nilai
J :
7. Arus lalu lintas. Perhatikan gambar berikut ini
310 520
330 , A 20 p _ 360

260 _, B X, C _, 290

190 400

Gambar 3.4 Arus Lalu Lintas
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Gambar 3.4 adalah gambar jalan raya pada suatu daerah. Angka-angka
yang terdapat pada gambar menyatakan jumlah kendaraan yang
melintas. Prinsip yang digunakan yaitu banyak kendaraan yang masuk
menuju titik persimpangan A, B, C, dan D harus sama dengan jumlah
kendaraan yang keluar. Buatlah matriks dari permasalahan tersebut
kemudian tentukan banyak kendaraan paxjax,, danx,.

Konstruksi. Sebuah pabrik yang sedang dibangun berencana untuk
memasang atap baja ringan pada tiga bangunan di pabrik tersebut.
Pemilik pabrik mengundang dua kontraktor agar menyerahkan tawaran
terpisah untuk pemasangan atap baja ringan pada setiap bangunan.
Berikut ini adalah tabel tawaran-tawaran yang diterima pabrik (dalam
juta rupiah).

Tabel 3.10. Penawaran Pemasangan Atap Baja Ringan

Bangunan 1 Bangunan 2 &ERKYREH
Kontraktor A 16 15 19
Kontraktor B 14 13 24

dengan konsep matriks tentukan jumlah tawaran setiap kontraktor.
Kontraktor mana yang akan dipilih untuk pemasangan baja ringan agar
pengeluaran minimum?

Reaksi fotosintesis. Perhatikan persamaan reaksi fotosintesis berikut.

Jika disajikan ke dalam bentuk matriks setiap molekul dengan baris
matriks berturut-turut menunjukkan unsu€, H, danO.

, , , danoO

Jika x, =6 maka tentukan nilaix, x,, dan x, agar persamaan kimia
setimbang. Dengan menggunakan konsep matriks, tentukan persamaan
reaksi kesetimbangannya.
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10. Industri. Sebuah pabrik pembuatan furniture akan membuat ranjang
dan rak Tv dengan tiga pilihan jenis furniture. Banyak furniture yang
akan dibuat ditampilkan dalam matrikB di bawah ini dengan kolom
matriks berturut-turut menunjukkan ranjang dan rak Tv sedangkan
baris matriks berturut-turut menunjukkan jenis furnituréree standing
furniture, built in furniture danknockdown furniture.

Setiap barang membutuhkan material furniture yang berbeda. Luas
bahan material (dalanm?) tiap furniture ditunjukkan pada matrik€Q
dengan kolom matriks berturut-turut menunjukkan material MDF
(papan serat kepadatan menengah) géywood(kayu lapis) sedangkan
baris matriks berturut-turut menunjukkan ranjang dan rak Tv

Q

Tentukan matriksPQdan interpretasikan setiap elemennya.

11. Ekonomi. Hitunglah keluaran total setiap sektor jika ditargetkan
permintaan akhir sektor Rdalah 200 dan sektor &lalah 300, dengan
matriks teknologi sebagai berikut.

A

Catatan: rumus permintaan akhir

dengan

U = matriks permintaan akhir berodm Z
I = matriks identitas berodonxm

A = matriks teknologi berodonxm

X = matriks keluaran total berodmx1
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12. Arus listrik. Perhatikan rangkaian arus listrik berikut.

W

Gambar 3.5 Arus Listrik

dari gambar 3.5, berdasarkan hukudgimchhoff | dan hukumKirchhoff 11
diperoleh.

Tentukan kuat arud,, |, danl, (satuan ampere).

Penalaran

13. JikaA maka tentukan matriks A A A
14. Perhatikan SPLDV berikut ini.

Himpunan penyelesaian SPLDV di atas memiliki anggota yang tak hingga
banyaknya. Kaitkanlah banyaknya penyelesaian suatu SPLDV dengan
determinan matriks. Tulislah simpulan yang kalian dapatkan.

15. Diketahui matriks .Jika bilangan positif@,dan £ membentuk
barisan geometri berjumlah 14 dan bilangarb,2dan € membentuk

barisan aritmatika, maka tentukan
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Pesan Rahasia

Pernahkah terpikir oleh kalian ketika kita mengirim pesafthatsApp
kepada seseorang mengapa orang lain tidak dapat menerima pesan tersebut?
Apakah WhatsAppdapat membaca pesan yang kita kirim? Jawabannya
adalah orang lain tidak dapat menerima pesan tersebut baWaatsApp

tidak dapat membaca pesan yang kita kirim karena kepada seseorang karena
WhatsAppmembangun aplikasinya menggunakan metode enkrgsil-to-

end Enkripsi adalah proses mengamankan suatu informasi dengan membuat
informasi tersebut tidak dapat dibaca tanpa bantuan khusus. Dengan metode
enkripsi end-to-engdpesanWhatsApphanya dapat dibaca olednd usentau
pengguna aplikasiEnd usedl adalah pengirim pesan, ketika pesan dikirim
secara otomatis hanya dapat di baca odgfd useP yaitu penerima pesan.
Walaupun dikirim melaluiWhatsAppetapi WhatsAppgidak dapat membaca
karena bentuk enkripsi. Jadi enkripgnd-to-endWhatsApp menjamin
informasi atau pesan yang dikirim melalui aplikadlhatsApphanya dapat
dibaca oleh pengirim dan penerima pesan sehingga penyadapan data atau
pencurian data dapat dihindari.

Metode enkripsiend-to-endyang digunakanWhatsApp merupakan
kriptografi tingkat lanjut. Pada proyek ini, kita akan mencoba menerapkan
kriptografi sederhana yaitu menggunakan matriks untuk membuat pesan
rahasia kepada teman kita. Langkah awal yang dilakukan adalah membentuk
kelompok kemudian lakukan langkah-langkah berikut.

Membuat pesan rahasia
1. Buatlah sebuah pesan yang akan dikirim untuk kelompok lain
2. Buatlah aturan pengubahan huruf menjadi kode angka sesuai urutan alfabet.

Spasi A B C D Z
0 1 2 26
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9.

Ubahlah pesan kalian menjadi kode angka

Huruf dst.

Angka dst,

Susunlah bilangan ke dalam matrkslengan ordo 8n, dengan urutan
peletakan bilangan adalah . Apabila banyak bilangan
bukan kelipatan 3, maka pada akhir kode di isi nol agar matriks sempurna.
Buatlah sembarang matriké yang merupakan matriks kunci berordo
3x3. MatriksK ini diketahui pengirim pesan dan penerima pesan.
Tentukan matrik&A.

Lakukan operasi mod 27 untuk setiap elemen mafks

Catatan: Modulo (mod) adalah sebuah operasi yang menghasilkan sisa
pembagian dari suatu bilangan terhadap bilangan lain. Mod 27 dipilih
agar setiap elemen matrik®\ dapat dikembalikan menjadi huruf sesuai
aturan langkah 3 yaitu dengan kode angka 0—-26. Misalnya 28 mod 27 =1,
27 mod 27 = 0, atau —14 mod 27 =13

Ubah kembali setiap elemen hasil mod 27 yang kalian peroleh dari langkah
7 menjadi huruf sesuai dengan aturan kode pada langkah 3.

Tulislah pesan rahasia kemudian kirim pesan tersebut ke kelompok lain.

Membaca pesan rahasia

1.

N

7.

Gunakan aturan pengubahan huruf menjadi kode angka sesuai urutan
alphabet.

Spasi A B C D Z

0 1 2 26

Ubahlah pesan yang telah diterima menjadi kode angka.

Susunlah matriks B dengan orden3 dengan urutan peletakan bilangan
adalah .

Penerima pesan mengetahui matriksKarena diketahui , maka
bagaimana mencari matrik? tentukan matrika.

Lakukan operasi mod 27 untuk setiap elemen mahriks

Ubah kembali elemen hasil mod 27 yang kalian peroleh dari langkah 5
menjadi huruf sesuai dengan aturan kode pada langkah 1.

Temukan isi dari pesan rahasia.

Tuliskan simpulan dari proyek yang kalian buat.
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Ingat-ingat kembali pengalaman belajar kalian di Bab 3 Matriks ini. Setelah
itu, refleksikan pengalaman belajarmu tersebut dengan menanggapi
pertanyaan atau pernyataan panduan berikut.

1. Sejauh mana manfaat yang dapat kalian rasakan setelah berdinamika di
Bab 3 Matriks? Ceritakan manfaat yang dapat kalian rasakan.

2. Strategi-strategi belajar seperti apa yang kalian gunakan untuk belajar di
Bab 3 Matriks? Apakah semua strateginya sudah membantu kalian untuk
belajar secara optimal?

3. Sekarang, nilailah pembelajaran kalian sendiri di Bab 3 Matriks ini dengan
mencentang kolom-kolom yang sesuai pada tabel berikut.

TARGET PEMBELAJARAN

Subbab A Konsep Matriks

Saya dapat menyajikan data atau informasi ke dalam

L bentuk matriks;
2. Saya dapat menentukan pengertian dari matriks.
3 Saya dapat menentukan ordo dan elemen dari suatu

matriks.

Subbab B Jenis-Jenis Matriks

6D\D GDSDW PHQJLGHQWL-NDVL MHQLY MHQLV PDWULNYV

4. berdasarkan ordo dan elemen penyusunnya

5 Saya dapat menentukan transpos dari suatu matriks

6. Saya dapat menjelaskan konsep kesamaan dua matrjks.
7 Saya dapat menyelesaikan masalah yang berkaitan

dengan kesamaan dua matriks.

Subbab D Penjumlahan dan Pengurangan Antarmatrik

Saya dapat menjelaskan konsep operasi penjumlaha
matriks.

Saya dapat menentukan sifat-sifat operasi penjumlahan
matriks.
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TARGET PEMBELAJARAN

Saya dapat menjelaskan konsep operasi pengurangah

10. matriks.
Saya dapat menyelesaikan masalah yang berkaitan
11. dengan operasi penjumlahan dan pengurangan

antarmatriks.

Subbab E Perkalian Matriks

Saya dapat menjelaskan konsep perkalian matriks

12. dengan skalar.
13 Saya dapat memahami sifat-sifat perkalian matriks
' dengan skalar.

14. Saya dapat menjelaskan konsep perkalian dua matriks.

5, Saya dapat memahami sifat-sifat perkalian dua matriks.
Saya dapat menyelesaikan masalah yang berkaitan

16. ; .
dengan perkalian matriks dengan skalar.

17 Saya dapat menyelesaikan masalah yang berkaitan

dengan perkalian dua matriks.

Subbab F Determinan dan Invers Matriks

Saya dapat menentukan determinan matriks persegi

18. berordo 2 2.
19 Saya dapat menentukan determinan matriks persegi
' berordo 3 3 dengan metode Sarrus.
20 Saya dapat menentukan determinan matriks persegi
' berordo 3 3 dengan metode Ekspansi Kofaktor.
21. Saya dapat memahami sifat determinan matriks.
22. Saya dapat menentukan invers matriks
23. Saya dapat memahami sifat invers matriks.
Saya dapat menyelesaikan Sistem Persamaan Lineat
24, Dua Variabel (SPLDV) dengan determinan dan invers
matriks.
o5 Saya dapat menyelesaikan Sistem Persamaan Lineat
' Tiga Variabel (SPLTV) dengan determinan.
26 Saya dapat menyelesaikan masalah yang berkaitan

dengan determinan dan invers matriks.
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C] Pengayaan

Kalian telah mempelajari matriks pada buku ini. Untuk memperkaya atau
memperdalam pengetahuan dan keterampilan yang kalian miliki kalian
dapat mempelajari matriks pada:

.. Buku Matematika Untuk SMA/MA kelas XI kelompok wajib semester 1,
Sukino, Erlangga, 2017. Pada buku tersebut menjelaskan cara menentukan
sistem persamaan linear menggunakan cara eliminasi Gauss-Jordan.

.. https://sumberbelaiar.belaiar.kemdikbud.qo.icE'._
sumberbelajar/tampil/Operasi-Matriks-2014 kapp-r. {3
konten2.html laman ini menjelaskan tentangy

operasi pada matriks. f-';__l_ Ty
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Pernahkah terpikir oleh kalian, bagaimana proses desain batik atau
ornamen geometris di istana kerajaan ataupun di masjid bersejarah?
Kira-kira, bagaimana cara ilmuwan, arsitek, maupun desainer
mempelajari dan mengembangkan kekayaan budaya dari batik maupu
ornamen geometris?




Tujuan Pembelajaran
Setelah mempelajari bab ini, kalian diharapkan memiliki kemampuan sebagai
berikut.

. Menjelaskan definisi dari beberapa transformasi.

. Melakukan berbagai macam transformasi geometri terhadap berbagai
macam bentuk geometri.

. Mengidentifikasi dan menggunakan komposisi transformasi geometri.

. Mendeskripsikan transformasi menggunakan koordinat kartesius dan
matriks.

. Mengoperasikan komposisi transformasi geometri dengan bantuan
matriks yang merepresentasikan transformasi.

. Menerapkan transformasi geometri dalam permasalahan nyata.

@ Peta Konsep dan Kata Kunci

Transformasi Trigonome

{ ! I |

Pencermina Pencermina | ! : :

Matriks Matriks Matriks
Terkait Terkait

Terkait

Translasi Rotasi Rotasi

Komposisi
Transformasi Geometr

Kata Transformasi, Pencerminan, Translasi, Rotasi, Dilatasi,
Kunci Komposisi Transformasi

I—m Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas XI




Transformasi Geometri dan Budaya -
Transformasi  geometri  merupakan Ii&""*&""’_‘
bagian dari matematika yang memiliki (T YIS £
kaitan dengan budaya, arsitektur, dan
banyak hal lain. Salah satu di antaranya
ialah penerapan konsep transformasi

.
| =

= &
geometri dalam desain arsitektur istana !(’4“?‘!14“?!'

kerajaan dan dinding masjid. Gambar 4.1 Pola Geometris

Kekayaan arsitektur dan desain ini dapat dijumpai, misalnya, di situs
istana-istana kerajaan Islam di Spanyol. Selain itu, di Indonesia, kita juga
memiliki warisan budaya yang sampai sekarang masih kita pertahankan
dan menggunakan konsep transformasi geometri. Salah satu contoh yang
paling dikenal ialah motif batik. Motif-motif batik umumnya berulang dan
merupakan hasil dari komposisi berbagai macam transformasi dari bentuk-
bentuk sederhana. Selain motif dalam dua dimensi seperti batik, kita juga
memiliki warisan budaya berupa candi-candi, baik candi Hindu maupun candi
Buddha yang banyak ditemukan di Indonesia. Beberapa desain arsitektur
yang terdapat di candi dapat dipandang menerapkan konsep transformasi
dalam tiga dimensi.

Di dalam bab ini, kita akan belajar lebih dalam tentang konsep transformasi
geometri dimulai dengan contoh sederhana sampai menggunakan matematika
yang lebih canggih. Kita akan menggunakan geometri, aljabar, dan matriks
untuk mempelajari konsep-konsep transformasi geometri.

A. Transformasi pada Bidang Kartesius J

Pada subbab ini, kita akan belajar beberapa jenis transformasi meliputi
pencerminan terhadap garis, pencerminan terhadap titik, rotasi, dan dilatasi.

1. Pencerminan terhadap Garis

Pencerminan dapat disebut juga sebagai refleksi. Secara sederhana,
pencerminan merupakan transformasi yang mana sebuah objek dicerminkan
terhadap garis yang dapat disebut garis refleksi. Garis refleksi juga sering
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disebut sumbu refleksi, sumbu cermin, atau cermin. Salah satu dari sifat dari
pencerminan ialah prapeta dan peta dari pencerminan memiliki orientasi
yang berlawanan, tetapi tetap kongruen. Paling tidak, pada subbab ini, kita
akan mempelajari pencerminan terhadap beberapa garis: sumbu X, sumbu
Y, garisy=x, garis\ € [ garisx=k, dan garisy=h. Definisi dari pencerminan
secara formal dapat disimak sebagai berikut.

SHQFHUPLQDQ t XQ WXy) padd BidaDgKandshsliethadap
garis m \DQJ GLQRWDYVLNRdalah el Drélasit yang
didefinisikan sebagai

llustrasi dari definisi tersebut dapat dilihat pada Gambar 4.2. Gambar
di sebelah kiri menjelaskan bahwa jika titik ada pada garis refleksi, maka
petanya ialah dirinya sendiri. Gambar di sebelah kanan menjelaskanRitik
yang dicerminkan terhadap garis. Petanya adalah titik) dan perhatikan
bahwam adalah garis sumbu dari segmen . Artinya, garism tegak lurus
dengan  dan membagi segmen menjadi dua bagian sama panjang.

Gambar 4.2 llustrasi Pencerminan terhadap Garis
Selanjutnya, kalian akan belajar tentang pencerminan terhadap beberapa
garis khusus yang telah disebut sebelumnya.
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a. Pencerminan terhadap Sumbu X

Untuk menemukan formula aljabar dari pencerminan terhadap sumbu X,
selesaikanlah aktivitas yang ada pada fitur eksplorasi berikut.

N
4Q Eksplorasi

Mencari peta dari pencerminan terhadap sumbu X
Berdasarkan Definisi 4.1, selesaikan kegiatan berikut.

-5

Gambar 4.3 llustrasi Pencerminan terhadap Sumbu X
1. Lihat Gambar 4.3 yang diberikan. Tith ® ® PHUXSDNDQ ED\DQ
dari titk A ® GDUL KDVLO SHQFHUPLQDQ WHUKDGD
titik lain, gambarkan petanya dan lengkapi tabel berikut.

A ® A ® ®
B ®

C(1,2)
D ®

2. Dengan memperhatikan prapeta dan peta dari beberapa titik di Gambar
4.3, dapatkah kalian menemukan pola yang tampak? Tuliskan dugaan
pola yang muncul. Jika belum, cobalah beberapa titik lain untuk dicari

petanya.
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3. Berdasarkan pengalaman di atas, apa yang dapat kalian simpulkan untuk
sebarang titik di koordinat kartesius? Dengan kata lain, apa peta dari
sebarang titikA(x,y) yang dicerminkan terhadap sumbu X (gays0)?

Dari kegiatan eksplorasi yang telah dilakukan, kita dapat menemukan sifat berikut.

TMJEX

Pencerminan terhadap Sumbu X
Peta dari titikR(x,y) yang dicerminkan terhadap sumbu X ada@{x, ®).

'SRXSL

Tentukan peta dari segitigaBCdengarA ® B(2,1),dalC ® ® \DQJ
dicerminkan terhadap sumbu X.

Alternatif Penyelesaian

Untuk menentukan peta dari seqitiggBC kita akan menggunakan Sifat 4.1

untuk setiap titik sudutnya. Peta dafi ® D&D K® 3BWD GDUL
(2,1) adalalB= ® SHWDRG®ULDGD®DK & NLEDWQ\D SHW
dari segitigaABC adalah segitigsA'B'C'denganA' (-1,—-4),B' (2,-1),darC’

(=2,1).

Tentukan peta dari segitigdBC denganA(1,-2),B(2,3), danC(-2,0) yang
dicerminkan terhadap sumbu X.

'SRXSL

Peta untuk Sebuah Garis dari Pencerminan terhadap Sumbu X
Jika sebuah garis memiliki persamaar—2y=0 dicerminkan terhadap
garis sumbu X, tentukan persamaan garis bayangannya.
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Alternatif Penyelesaian

Karena tiap sebarang titik pada garis dicerminkan
oleh sumbu X menjadi , untuk mendapatkan persamaan garis
bayangan, kita substitusi dan . Oleh karena itu, kita peroleh

. Karenaa dan b merupakan variabel
semu, kita juga dapat menuliskan persamaan garis bayangannya menjadi

Jika sebuah garis yang memiliki persamaan dicerminkan
terhadap garis sumbu X, tentukan persamaan garis bayangannya.

b. Pencerminan terhadap Sumbu Y

Untuk menemukan formula aljabar dari pencerminan terhadap sumbu Y,
selesaikanlah aktivitas yang ada pada fitur eksplorasi berikut.

%]
4Q Eksplorasi

Mencari Peta dari Pencerminan terhadap Sumbu Y
Berdasarkan Definisi 4.1, selesaikan kegiatan berikut.

y

5
A(3,4)
. 4

3
B (-2,2) B'(2,2)
° 2 °

-6 -5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-1

o -2
C(-4,-2)
-3

-4 .
D (3,-4)
-5

Gambar 4.4 llustrasi Pencerminan terhadap Sumbu Y
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1. Amati Gambar 4.4! TitilB'(2,2)merupakan bayangan dari titiB ®
dari hasil pencerminan terhadap sumbu Y.

Pra-peta Peta

A ®
B ® B(2,2)
C(-4,-2)
D ®

2. Dengan memperhatikan prapeta dan peta dari beberapa titik di Gambar
4.4, dapatkah kalian menemukan pola yang tampak? Tuliskan dugaan
pola yang muncul. Jika belum, cobalah dengan beberapa titik lain untuk

dicari petanya.

Berdasarkan pengalaman di atas, apa yang dapat kalian simpulkan untuk
sebarang titik di koordinat Kartesius? Dengan kata lain, apa peta dari

sebarang titikP (x,y) yang dicerminkan terhadap sumbu Y (gaxi))?

w

Dari kegiatan eksplorasi yang telah dilakukan, kalian dapat menemukan
sifat berikut.

TMJIEX

Pencerminan terhadap Sumbu Y
Peta dari titikP (x,y) yang dicerminkan terhadap sumbu Y adaRir-xy).

'SRXSL

Peta untuk Sebuah Titik dari Pencerminan terhadap Sumbu Y
Tentukan peta dari segitigdABC denganA (-2,4),B (3,1), darC (-3,-1)
yang dicerminkan terhadap sumbu Y.

Alternatif Penyelesaian

Untuk menentukan peta dari seqitigeBC kita akan menggunakan Sifat 4.2
untuk setiap titik sudutnya. Peta dafi (—2,4) adalalA' (2,4). Peta daB (3,1)
adalahB'(-3,1). Peta da@ (-3,—1) adalalt'(3,—-1). Akibatnya, peta daABC
adalahA'B'C'denganA' (2,4)B' (-3,1), darC'(3,-1).
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Tentukan peta dari segitigABCdenganA (1,-2),B (2,3), darC (-2,0) yang
dicerminkan terhadap sumbu Y.

'SRXSL

Peta untuk Sebuah Garis dari Pencerminan terhadap Sumbu Y
Jika sebuah garis memiliki persamaaxBy+7=0 dicerminkan terhadap
sumbu Y, tentukan persamaan dari garis bayangannya.

Alternatif Penyelesaian
Karena tiap sebarang titile (a,b) pada garis 8Ey+7=0 dicerminkan oleh
garis sumbu Y menjadP' (-a,b, untuk mendapatkan persamaan garis
bayangan, kita substitus=—a dany=b. Oleh karena itu, kita peroleh 34—

b — BEDb+7=0. Karena dan b merupakan variabel semu, kita
juga dapat menuliskan persamaan garis bayangannya menjacdiy37=0.

Jika sebuah garis memiliki persamaar-2y+7=0 dicerminkan terhadap
garis sumbu Y, tentukan persamaan garis bayangannya.

c. Pencerminan terhadap Garis y=x

Untuk menemukan formula aljabar dari pencerminan terhadap gg#is,
selesaikanlah aktivitas yang ada pada fitur eksplorasi berikut.

S
4& Eksplorasi

Mencari Peta dari Pencerminan terhadap Garis y = x
Berdasarkan Definisi 4.1, selesaikan kegiatan berikut.
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A(1,4) D (6, 4)

Gambar 4.5 llustrasi Pencerminan terhadap Garis y=x
1. $SPDWL *DPEDW (4,1) merwaksdn bayangan dari titik (1,4)
dari hasil pencerminan terhadap gasisx.

Pra-peta Peta

A(1,4) A'(4,1)
B ®
C(4,-2)

D ®
2. Dengan memperhatikan prapeta dan peta dari beberapa titik di Gambar
GDSDWNDK NDOLDQ PHQHPXNDQ SROD \DQJ WDP €
yang muncul. Jika belum, cobalah beberapa titik lain untuk dicari petanya.
3. Berdasarkan pengalaman di atas, apa yang dapat kalian simpulkan untuk
sebarang titik di koordinat Kartesius? Dengan kata lain, apa peta dari
sebarang titikP (x,y) yang dicerminkan terhadap garns=x?

Dari kegiatan eksplorasi yang telah dilakukan, kalian dapat menemukan
sifat berikut.

TMJEX

Pencerminan terhadap Garis y=x
Peta dari titikP (x,y) yang dicerminkan terhadap gans=x adalahP'(y,x).
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'SRXSL

Peta untuk Sebuah Titik dari Pencerminan terhadap Garis y=x
Tentukan peta dari segitigdABC denganA (-2,4),B (3,1), darC (-3,-1)
yang dicerminkan terhadap garns= x.

Alternatif Penyelesaian

Untuk menentukan peta dari seqitigeBC kita akan menggunakan Sifat 4.3
untuk setiap titik sudutnya. Peta daA (-2,4) adalalA' (4,—-2). Peta daB
(3,1) adalaiB'(1,3). Peta da@ (—3,—1) adalalC' (-1,—3). Akibatnya, peta dari
ABCadalahA’B’C’ denganA’ (4,-2) B’ (1,3), darC’ (-1,-3).

Tentukan peta dari segitigaBCdenganA (1,-2),B (2,3) darC (-2,0) yang
dicerminkan terhadap garig = x.

e e S e E e e e e e e e e e e S A e e s s S R e e e e s e e ey |

'SRXSL

Peta untuk Sebuah Garis dari Pencerminan terhadap Garis y=x
Jika sebuah garis memiliki persamagr2x+3dicerminkan terhadap garis
y=X, tentukan persamaan garis bayangannya.

Alternatif Penyelesaian

Karena tiap sebarang titiR (x,y) pada gariy = 2x+ 3dicerminkan terhadap
garisy=x, menjadiP’ (y,x), untuk mendapatkan persamaan garis bayangan,
kita substitusix=y dany=x. Oleh karena itu, kita peroleh= 2y + 3.

Jika sebuah garis memiliki persamagn-3x GLFHUPLQNDQ WHUKDGTEL
y=X, tentukan persamaan garis bayangannya.
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d. Pencerminan terhadap Garis y=-x

Untuk menemukan formula aljabar dari pencerminan terhadap ggsrisx
y=X, selesaikanlah aktivitas yang ada pada fitur eksplorasi berikut.

N
4@ Eksplorasi

Mencari Peta dari Pencerminan terhadap Garis y=-x
Berdasarkan Definisi 4.1, selesaikan kegiatan berikut.

6

y=-X °
)

-7 6 5 4 3 2 -10 1 2 3 4 5 6 7

[ )
c(1,-3)

-6
Gambar 4.6 llustrasi Pencerminan terhadap Garis y=-x
1. Amati Gambar 4.6! TitikD' (-1,—2)merupakan bayangan dari titilo
(2,1) dari hasil pencerminan terhadap garis-x.

Pra-peta Peta

A (=2,4)
B ®

C(1,-3)
D (2,1) D'(-1,-2)

2. Dengan memperhatikan prapeta dan peta dari beberapa titik di Gambar
4.6, dapatkah kalian menemukan pola yang tampak? Tuliskan dugaan
pola yang muncul. Jika belum, cobalah beberapa titik lain untuk dicari
petanya.
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3. Berdasarkan pengalaman di atas, apa yang dapat kalian simpulkan untuk
sebarang titik di koordinat Kartesius? Dengan kata lain, apa peta dari
sebarang titikP (x,y) yang dicerminkan terhadap gans—x?

Dari kegiatan eksplorasi yang telah dilakukan, kalian dapat menemukan
sifat berikut.

TMJEX

Pencerminan terhadap Garis y=-x
Peta dari titikP (X,y) yang dicerminkan terhadap gars—xadalahP’' (-y,—x)

'SRXSL

Peta untuk Sebuah Titik dari Pencerminan terhadap Garis y=—x
Tentukan peta dari segitigdABC denganA (-2,4),B (3,1), darC (-3,-1)
yang dicerminkan terhadap gans—x.

Alternatif Penyelesaian

Untuk menentukan peta dari seqgitigeBC kita akan menggunakan Sifat 4.4
untuk setiap titik sudutnya. Peta daA (-2,4) adalalA' (—4,2). Peta daB
(3,1) adalaiB' (—1,—3). Peta da@ (-3,—1) adalalt' (1,3). Akibatnya, peta dari
segitigaABCadalah segitig#'B'C'denganA' (—4,2)B' (-1,-3), darC' (1,3).

Tentukan peta dari segitigdBCdenganA (1,-2)B (2,—3), darC (-2,0) yang
dicerminkan terhadap garig=—x.

ae e e s e e e e s s s e e e e s s s e e e e e s e S e e ey |

'SRXSL

Peta untuk Sebuah Garis dari Pencerminan terhadap Garis y=—x
Jika sebuah garis memiliki persamagr—4x—2 dicerminkan terhadap
garis y=—x, tentukan persamaan garis bayangannya.
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Alternatif Penyelesaian

Karena tiap sebarang titiR (x,y) pada gariy=—4x—2 dicerminkan terhadap
garis y=—x, menjadi P' (-y,—X), untuk mendapatkan persamaan garis
bayangan, kita substitusk=—y dan y=—x. Oleh karena itu, kita peroleh

Jika sebuah garis memiliki persamaar+8y-2=0 dicerminkan terhadap
garisy=—x, tentukan persamaan garis bayangannya.

e. Pencerminan terhadap Garis x=k

Untuk memahami bagaimana mengoperasikan pencerminan terhadap garis
di bidang Kartesius, ikuti kegiatan eksplorasi berikut.

N
4ﬁ Eksplorasi

Mencari Peta dari Pencerminan terhadap Garis x=k

Berdasarkan Definisi 4.1, kita tahu bahwa jarak dari titik prapeta ke garis
pencerminan sama dengan jarak dari titik peta ke garis pencerminan. Dengan
menggunakan informasi ini, selesaikan kegiatan berikut.

YA

AXY) A o Al )

) (ii) (iii)

-
-

<y

0
\J

\J

Gambar 4.7 llustrasi Pencerminan terhadap Garis x=k
Misalkan, garis vertikal yang kita inginkan memiliki persamasrk seperti
yang diilustrasikan pada Gambar 4.7. dan titik yang ingin ditransformasikan
adalahA(x,y).

ifstsfs  Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas Xl



1. Perhatikan gambar. Tentukan nilai (i) yang merupakan jarak dari titik A
ke sumbu Y.

2. Tentukan nilai (if) yang merupakan jarak dari titk(x,y) ke garisx=k.

3. Tentukan nilai (iii) yang merupakan jarak dari titik’ (...,...) ke garis
x=k.

4. Tentukan koordinaf’ dalamx, y,dank.

Berdasarkan eksplorasi tersebut, kita dapat memperoleh sebuah sifat yang

terkait dengan operasi pencerminan terhadap gar&.

TMJIEX

Pencerminan terhadap Garis x=k
Peta dari titikP (x,y) yang dicerminkan terhadap garnsk adalahP'(2k—x,)).

'SRXSL

Peta untuk Sebuah Titik dari Pencerminan terhadap Garis x=k
Tentukan peta dari titikP (3,2) oleh pencerminan terhadap gaxis3.

Alternatif Penyelesaian
%HUGDVDUNDQ 6LIDW NLWD SHUROHK

{/7 Mari Mencoba

Tentukan peta dari titikP (3,2) oleh pencerminan terhadap gaxish

Aktivitas Interaktif

berikut! https://s.id/DesmosPencerminanl
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f. Pencerminan terhadap Garis y=h

Untuk memahami bagaimana mengoperasikan pencerminan terhadap garis
di bidang Kartesius, ikuti kegiatan eksplorasi berikut.

N
4@ Eksplorasi

Mencari Peta dari Pencerminan terhadap Garis y=h

Berdasarkan Definisi 4.1, kita tahu bahwa jarak dari titik prapeta ke garis
pencerminan sama dengan jarak dari titik peta ke garis pencerminan. Dengan
menggunakan informasi ini, selesaikan kegiatan berikut.

yA
@iii) ...

A

(i) ... ]

FAKXY)
@) |

|
<y

0

\
Gambar 4.8 llustrasi Pencerminan terhadap Garisy=h

Misalkan, garis horizontal yang kita inginkan memiliki persamagsh

seperti yang diilustrasikan pada Gambar 4.8. Misalkan juga, titik yang ingin

ditransformasikan adalah (x,y).

1. Perhatikan Gambar 4.8. Tentukan nilai (i) yang merupakan jarak dari
titik A ke sumbu X!

2. Tentukan nilai (ii) yang merupakan jarak dari tAi (X,y) ke garisy=h!

Tentukan nilai (iii) yang merupakan jarak dari ti#i’ (...,...) ke gans=h!

4. Tentukan koordinaf' dalamx, y,danh!

w

Berdasarkan eksplorasi tersebut, kita dapat memperoleh sebuah sifat yang
terkait dengan operasi pencerminan terhadap ggris.
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TMJEX

Pencerminan terhadap Garisy = h
Peta dari titikP (x,y) yang dicerminkan terhadap garys-h adalahP'(x, 2h—y).

'SRXSL

Peta untuk Sebuah Titik dari Pencerminan terhadap Garis y=h
Tentukan peta dari titikP (3,9 oleh pencerminan terhadap gags3

Alternatif Penyelesaian
Berdasarkan Sifat 4.6, kita perolBh(3, 2x3-2=(3,4).

{/7 Mari Mencoba

Tentukan peta dari titikP (5,—9 oleh pencerminan terhadap gagis—2

(— Mari Berpikir Kritis

Berdasarkan Definisi 4.1 dan beberapa kegiatan yang telah dilakukan,
dapatkah kalian menemukan formula untuk garis-garis lain dengan
persamaan yang lebih kompleks? Misal, cari formula untuk menentukan
peta dari pencerminan terhadap ganys2x. Pada soal uji kompetensi,
kalian akan diminta untuk membuktikan formula secara umum untuk
pencerminan terhadap garesx+by+c=0.

2. Pencerminan terhadap Titik

Setelah belajar pencerminan terhadap garis, pada subbab kali ini, kita akan
belajar tentang pencerminan terhadap titik. Ingat, bahwa pada pencerminan
terhadap garis, garisnya membagi segmen menjadi dua sama panjang. Pada
pencerminan terhadap titik, titik cerminnya adalah titik tengah dari peta dan
prapeta. Untuk lebih jelasnya, silakan simak Definisi 4.2 berikut.
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(1%RMW M

Pencerminan terhadap titik

Pencerminan terhadap titiP @b \DQJ GLQRWD Vi dda@h VHEDJDL t
sebuah relasi yang memetakan titix(x,y) ke titik Q' (x',y’) dengan titikP

(a,b sebagai titik tengah dari keduanya.

Sebagai informasi, ada yang menyebut pencerminan terhadap titik sebagai
setengah putar. Hal ini karena jika kita menggambar titik peta, seolah kita
memutar titik prapeta dengan pusat titik cermin sebesar 180°. Jika kita
menganggap satu putaran penuh adalah 360°, maka 180° adalah setengah putar.

Selanjutnya, untuk menemukan rumus untuk mencari peta dari sebuah
pencerminan terhadap titik, selesaikan kegiatan pada fitur eksplorasi berikut.

N
4Q Eksplorasi

Mencari Formula untuk Peta dari Pencerminan terhadap Titik

y

Gambar 4.9 llustrasi Pencerminan terhadap Sebuah Titik
1. Perhatikan Gambar 4.9. Misalkan titik,y) dicerminkan terhadap titik
Aa,p dan menghasilkan titik X, y). Dengan memperhatikan fakta
bahwa titik P(a,p adalah titik tengah darixy) dan &'y, tuliskan
koordinatP(a,b dalamx, y, x; dany'.
2. Sekarang, tuliskan koordinat'fy’) dalamx, y, adanb.

Setelah menyelesaikan eksplorasi, kita dapat menuliskan hasilnya dalam
Sifat 4.7.
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TMJEX

Pencerminan terhadap Titik P (a, b)
Peta dari titik(x, y) yang dicerminkan terhadap titile (a, B adalah

(—x+2a,—y+2b).

'SRXSL

Peta untuk Sebuah Titik dari Pencerminan terhadap Titik
7THQWXNDQ WLWLN SHWD BQWKXNHNWMQNDK SXWDU t

Alternatif Penyelesaian
%HUGDVDUNQD 6LID¥§Q) NLBVD SHEROMHK t E

j Mari Mencoba

l

7THQWXNDQ WLWLN SHW,D, uBtDkUitk BHAN HQJIDK SXWDU t

'SRXSL

Peta untuk Sebuah Garis dari Pencerminan terhadap Titik
THQWXNDQ WLWLN SHV}{Qm@:DerIsIM’eIHQNH—pQMKarSXWDU t
2x—y+3=0.

Alternatif Penyelesaian

Ambil sebarang titikx, y) pada garid. Sebarang titik ini akan dipetakan oleh
VHWHQJDK, S'}QW(H;@d,y)t:(—x+2,—y+6) Dari hasil peta titik ini,
kita bisa cari persamaan dari peta dari gardengan mensubstitusikanx+2
ke x dan -y+6 key. Kita peroleh bahwa peta dari gatisnemiliki persamaan

>//7 Mari Mencoba

7THQWXNDQ WLWLN SH W, D uBtikgarisV dekgah@er&amasK WD U t

2xX  y+6=0.
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Translasi
Translasi disebut pula pergeseran. Transformasi ini tidak mengubah orientasi
dan kekongruenan bentuk geometri. la hanya menggeser suatu bentuk
geometri dari suatu posisi ke posisi lain. Di dalam bidang Kartesius, kita
dapat mendefinisikan translasi sebagai berikut.

(1%RMW M

Translasi

Diberikan sebarang titikP(x,y). Translasi berkaitan dengan vektor
untuk titik P(x,y), ditulis sebagai r(;m (X,y), didefinisikan sebagair(g‘b)
(X.y)=(x+a,y+h).

'SRXSL

Mentranslasikan sebuah Titik

Sebuah titik (3,2) ditranslasikan dengan vektor . Tentukan titik peta
dari translasi tersebut.

Alternatif Penyelesaian
Berdasarkan Definisi 4.3, kita perold&a E

Sebuabh titik (—4,4) ditranslasikan dengan vektor . Tentukan titik peta
dari translasi tersebut.

'SRXSL

Mentranslasikan sebuah Garis
Tentukan peta dari garis ditranslasikan dengan vektor

Alternatif Penyelesaian
Untuk setiap titik P(x,y) pada garid, petanya adalalP' (xX',y)=(x-1y+1).
Artinya, kita dapat menyatakax dalamx' dany dalamy' sebagax=x'+1
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dan y=y'-1. Akibatnya, peta dapat dicari dengan mensubtitusikan
nilai tersebut ke persamaan garls Oleh karena itu, kita memperoleh
atau jika disederhanakan menjadi
atau bisa ditulis

Tentukan peta dari garis ditranslasikan dengan vektor
(2,-1).

(r Mari Berpikir Kritis

Dapatkah kalian menentukan peta dari gaais-by+c=0 yang ditranslasikan

olehvektor " 3HUKDWLNDQ &RQWRK VHEDJDL LQVS

Rotasi
Pada bagian ini, kalian akan mempelajari rotasi atau kadang disebut
perputaran. Transformasiini mempertahankan kongruensi dari sebuah objek,
tetapi orientasi dapat berubah. Pada transformasi rotasi kita menggunakan
VXGXW EHUDUDK \DQJ VHFDUD GHWDLO DNDQ GLE
rotasi, yang perlu diperhatikan adalah jika sudut bernilai positif maka rotasi
dilakukan berlawanan dengan arah jarum jam. Jika sudut bernilai negatif,
maka rotasi yang dilakukan searah dengan jarum jam. Secara formal, definisi
dari rotasi dapat disimak berikut ini.

(1%RMW M

Rotasi
Diketahui titik C dan sudut berarah 5RWDVL GHQJDQ WLWLN SXVI
, Yang dinotasikan dengan , didefinisikan sebagai sebuah transformasi

yang memetakan titikC ke dirinya sendiri dan memetakan sebarang titik
lain Pke titik P'sedemikian sehingga dua kondisi terpenuhi, yakni.

... CP=CP'
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... \merupakan ukutan sudut berarah dari sudut berarah yang terbentuk

dari sinar dan

Pada bagian ini, kita akan fokus untuk melihat kasus khusus rotasi terhadap
titik asal (0,0) sebesar 9Gecara umum, kita akan membahasnya lebih detail
selanjutnya.

'SRXSL

Merotasikan sebuah Titik
Sebuah titikB(0,4)dirotasikan terhadap titik asal (0,0) sebesat ¥6ntukan
titik bayangannya.

Alternatif Penyelesaian

B=(,4)

Gambar 4.10 llustrasi Rotasi 90° terhadap Titik Asal (0,0)

Dengan memperhatikan Gambar 4.10, t&{0,4) berada di sumbu Y. Sudut®90
berarti arah putarannya berlawanan dengan arah jarum jam. Akibatnya, peta
berada di sumbu X dan dapat kita tentukan petanya adalahBit{(k4,0).

Sebuabh titikA (3,0)dirotasikan terhadap titik asal (0,0) sebesa¥ J@ntukan
titik bayangannya.
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'SRXSL

Merotasikan sebuah Garis
Tentukan peta dari gariy=2x yang dirotasikan terhadap titik asal (0,0)
sebesar 90

Alternatif Penyelesaian

D(L2)

D' (-2, 1)

-3 -2 -1 1 2 3

Gambar 4.11 llustrasi Rotasi 90° terhadap Titik Asal (0,0) terhadap Sebuah Garis
Perhatikan Gambar 4.11. Titik asal (0,0) dan tik1,2) ada di garig=2x.
Untuk menentukan peta dari garis ini, kita hanya perlu menentukan peta
dari dua titik tersebut. Peta dari titik asal (0,0) yang dirotasikatt®Mhadap
titik pusat adalah dirinya sendiri. Adapun peta d&i(1,2) oleh transformasi
yang sama adalab' (-2,1). Akibatnya, kita dapat menemukan persamaan
garis peta yang melewati titik asal (0,0) d&@n(-2,1). Setelah melakukan

kalkulasi, diperoleh — .

Tentukan peta dari garig=4x dirotasikan terhadap titik asal (0,0) sebesat 90
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(— Mari Berpikir Kritis

Dapatkah kalian menentukan, secara umum, peta dari garkst, k R,
yang dirotasikan terhadap titik asal (0,0) sebesda® 90

Secara umum, kita dapat menyatakan rotasi untuk sebarang xijjk ¢ebagai
berikut. Misalkan, prapeta kita dinyatakan sebagai

dalam koordinat polar. Katakanlah sudut rotasinya adalah sebedaengan
informasi ini, peta dapat dinyatakan sebagai berikut

Aktivitas Interaktif

Pembahasan lebih lanjut dapat
disimak di YouTube&hannel
"Geometri"
yang dapat
diakses di: s.id

44

Geometri

TMJEX

Rotasi terhadap Titik Asal O (0,0) sebesar Tetha
Peta dari titik &,y) yang dirotasikan terhadap titilkO sebesar\ adalah

Dilatasi
Secara sederhana, dilatasi dapat dimaknai sebagai pembesaran atau
pengecilan. Definisi secara formal yang berlaku pada koordinat Kartesius,
dapat disimak sebagai berikut.

(1%RMW M

Dilatasi
Diketahui titik C sebagai pusat dilatasi dan sebuah faktdre. Dilatasi
terhadap titik A yang berpusat di titikC dengan faktor N « adalah
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sebuah transformaiD(C’k) sedemikian rupa sehingga petanyﬂ,:Dm(A),
memenuhi~

'SRXSL

Mendilatasikan sebuah Titik terhadap Titik Pusat
Jika titik A(1,2) dilatasi terhadap titik asal (0,0) dengan faktor 2, tentukan
peta dari titik tersebut.

Alternatif Penyelesaian

Peta dari transformasb, , tersebut dapat dicari dengan

Jadi, petanya adalah (2,4).

Tentukan peta darB ROHKDOGLODWDVL

'SRXSL

Mendilatasikan sebuah titik terhadap sebarang titik
Jika titik C GLODWDVL PA2-3UENgdn Eakton2] Wiitikan
peta dari titik tersebut.

Alternatif Penyelesaian

Peta dari transformasm(m) tersebut dapat dicari dengan

—_—  —

Jadi, petanya adalah (8,1).

Tentukan peta darB ROHK GLODW MY,B) darif@kidd® S XVDW
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3
‘!Iil° Matematika dalam Budaya
@ (4

Batik dan Transformasi

Berdasasarkan pengerjaan soal sebelumnya, pelajari kembali budaya kita,
Indonesia. Kalian eksplorasi bentuk-bentuk motif batik maupun arsitektur
yang ada di sekitar kalian. Deskripsikan bentuk dasar dari motif tersebut dan
apa saja transformasi yang dapat digunakan untuk membangun keseluruhan
motif. Selanjutnya, kreasikan motif kalian sendiri dengan konsep transformasi

yang telah dipelajari pada subbab ini.
[ e L T e e S P B B e |

Kerjakan latihan berikut dengan tepat dan benar!

Pemahaman Konsep

1. Benaratau salah Transformasi dilatasi dengan faktor bukan 1 atau -1
mempertahankan kekongruenan bentuk geometris seperti segitiga dan
persegi.

2. Benaratau salah Peta dari titik X,y) oleh transformasi pencerminan
terhadap titik asal (0,0) adalak,y).

3. Benaratau salah Peta dariX,y) oleh translasi oleh vektor  adalah
(x+2y-3).

4. Benaratausalah Prapeta darixt3yE  ROHK WUDQVODVL ROHK YF
adalah x+3y E

Penerapan Konsep
Tentukan hasil peta dari bentuk geometri berikut.

a). Titik (3,7) yang dicerminkan terhadap gayrsx.
b). Parabola)2—y+9=0yang dicermikan terhadap sumbu X.
c). SegitigaABC denganA(1,2),B(3,-1),C(-2,—3)yang ditranslasikan

oleh vektor
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d). Garis -2y \DQJ GLWUDQVIRUPDVL ROHK VHWHQ
titik asal (0,0).
e). Kurvayx>-7x+2x \DQJ GLFHUPLQNDQ WHUKDGDS VX

B. Kaitan Matriks dengan Transformasi J

Setelah mempelajari beberapa transformasi geometri dalam bidang Kartesius
pada subbab sebelumnya, kali ini, kita akan mempelajari tentang kaitan
matriks dengan transformasi. Matriksx2 dapat dikaitkan dengan operasi
transformasi terhadap sebarang titik pada bidang Kartesius. Sebuah titik
pada bidang kartesius yang seringkali disimbolkan dengan pasangan terurut

(x,y) dapat juga disimbolkan dengan vektor posisi . Notasi yang kedua

inilah yang akan banyak digunakan dalam bab ini.

'SRXSL

Mengalikan sebuah Matriks dengan Sebuah Vektor Posisi

Jika merepresentasikan sebarang titik di bidang Kartesius, carilah

hasil kali

Alternatif Penyelesaian

Hasil kali matriks tersebut adalah = . Jika diperhatikan, titik

(x,y) ditransformasikan oleh matriks menjadi titik (=y,x).

&DULODK KDVLO NDOL GDUL
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'SRXSL

Mengalikan Sebuah Matriks dengan Tiga Buah Titik Sekaligus
&DULODK SABQ/dengab tilik s#dutA(1,1),B(4,1), darC(4,2) yang

ditransformasikan dengan matriks

Alternatif Penyelesaian
Pertama-tama, kita dapat menuliskan koordinat titik-titik itu sebagai kolom-

kolom matriks, yakni . Selanjutnya, kalikan dari kiri matriks itu

dengan . Kita peroleh = . Hasil

WUDQVIRUPDVLQ\D DG D O DMB'@deEgaDtitk-Yit SUdW LJD EDUX
A (-1,-1)B'(-4,~1). darC' (~4,~2).

Suatu transformasi berkaitan dengan matriks &DULODK SHWD GDUL

segitiga dengan titik sudui (2,0)B(2,1), dari©(0,1) oleh transformasi tersebut!

e e e e e e e e e A S A R e e e e e ey |

1. Matriks Berkaitan dengan Pencerminan

Pada subbab sebelumnya, kita telah menemukan beberapa formula aljabar
untuk mencari peta dari pencerminan terhadap beberapa garis. Pada kegiatan
eksplorasi berikut, kita akan belajar bagaimana menemukan matriks-matriks
yang terkait dengan pencerminan terhadap garis.

%)
4ﬁ Eksplorasi

Mencari Matriks yang Berkaitan dengan Pencerminan
Di subbab sebelumnya, kalian telah belajar tentang pencerminan terhadap
sumbu X yang dilakukan di bidang Kartesius. Pada bagian ini, kalian akan
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belajar tentang bagaimana menemukan matriks yang berkaitan dengan

pencerminan terhadap sumbu X. Pertama-tama, ingat kembali bahwaxit)k (

dipetakan ke titik k,—y) oleh pencerminan terhadap sumbu X. Selanjutnya,

ikuti dua instruksi berikut untuk menemukan matriks yang diinginkan.

1. Misalkan, matriks yang ingin kita cari adalah . Untuk mencari
peta dari transformasi yang terkait dengan matriks ini, kita dapat

mengalikannya dengan sebarang titik){) dalam bentuk vektor posisi.
Dengan kata lain, selesaikan perkalian matriks berikut:

2. Kalian telah memisalkan matriks sebagai representasi dari

pencerminan terhadap sumbu X. Artinya, kita tahu bahwa hasil akhirnya
adalah . Selanjutnya, berdasarkan hasil yang diperoleh pada bagian
1, selesaikan persamaan berikut dengan mencari nilairgarit, u

Dengan carayang serupa, carilah matriks yang berkaitan dengan pencerminan
terhadap sumbu Y, gans=x, dan garis/=—x.

Berdasarkan eksplorasi tersebut, kita dapat menemukan tiga buah sifat yang
akan dijelaskan pada Sifat 4.9.

TMJIEX

Matriks Pencerminan
Matriks yang terkait dengan pencerminan terhadap sumbu X adalah

Matriks yang terkait dengan pencerminan terhadap sumbu Y adalah
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Matriks yang terkait dengan pencerminan terhadap ggrg adalah

Matriks yang terkait dengan pencerminan terhadap ggrisx adalah

Untuk lebih memahami Sifat 4.9, perhatikan beberapa contoh berikut dan
selesaikan beberapa aktivitas Mari, Mencoba.

'SRXSL

Mencari Peta dari Sebuah Pencerminan dengan Matriks
&DULODK SHWD GDUL E \DQJ GLFHUPLQNDQ WHUK

Alternatif Penyelesaian

Berdasarkan Sifat 4.9, kita peroleh

&DULODK SHWD GDUL WLWLN \DQJ GLFHUPLQND/

menggunakan perkalian matriks

'SRXSL

Mencari Peta dari Sebuah Pencerminan dengan Matriks
Tentukan peta dari segitigdBCdenganA(3,1),B(-2,3), darC(2,—1) yang
dicerminkan terhadap sumbu Y!

Alternatif Penyelesaian
Dengan menggunakan matriks transformasi, kita bisa dapatkan

, dan

Sehingga, petanya adalah segitd8'C'dengarA’ (-3,1)B'(2,3), darC' (-2,-1).
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Tentukan peta dari segitigdABC denganA(3,1),B(-2,3), danC(2,—1) yang
dicerminkan terhadap garig=—x

(r Mari Berpikir Kritis

Dapatkah kalian menemukan operasi matriks yang terkait dengan
pencerminan terhadap garisx=k dan y=h? Apakah kalian dapat

menemukan matriks tersebut dengan cara yang sama pada kegiatan
O(NVSORUDVL OHQFDUL PDWULNV \DQJ WHUNDLW C
operasi matriks yang terkait dengan pencerminan terhadap gexisdan
y=hEHUGDVDUNDQ 6LIDW GDQ 6LIDW

Petunjuk:

Operasi matriks yang terkait dengan dua transformasi tersebut memiliki
bentuk sebagai berikut. Kamu dapat mencoba mencari nilairgarit, u,
v, danw.

2. Matriks Berkaitan dengan Pencerminan terhadap Titik

Pada bagian ini, kita akan mempelajari bagaimana cara menemukan matriks
yang terkait dengan pencerminan terhadap titik pusat dan sebarang titik.
Pertama, pada kegiatan eksplorasi berikut, kita akan belajar tentang matriks
yang terkait dengan pencerminan terhadap titik pusat.

N
4Q Eksplorasi

Mencari Matriks Pencerminan Terhadap Titik Pusat

Di subbab sebelumnya, kita telah belajar tentang pencerminan terhadap titik
(setengah putar) yang dilakukan di bidang Kartesius. Pada bagian ini, kita
akan belajar tentang bagaimana menemukan matriks yang berkaitan dengan
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operasi pencerminan terhadap titik pusat. Selanjutnya, ikuti instruksi berikut
untuk menemukan operasi matriks yang sesuai dengan transformasi ini.

Berdasarkan Sifat 4.7, kita mengetahui bahwa hasil peta dari pencerminan
terhadap titik pusat adalah . Untuk mencari matriks persegi berordo

2x2, kita misalkan . Selanjutnya, selesaikan persamaan matriks berikut

untuk mencari nilair, s, t, danu.

Berdasarkan eksplorasi tersebut, kita mendapatkan sifat berikut.

TMJIEX

Matriks Pencerminan terhadap Titik Pusat
Matriks yang terkait dengan pencerminan terhadap titik pu€edalah

'SRXSL

Mencari Peta dari Sebuah Pencerminan terhadap Titik dengan
Matriks

Tentukan peta dari titikA(-1,1) danB(3,—2) yang dicerminkan terhadap
titik pusat!

Alternatif Penyelesaian
Dengan menggunakan matriks transformasi, kita bisa peroleh

dan

Sehingga, kita dapatkan petanya adakifil,—1) darB'(-3,2).
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Tentukan peta dari titikA (1,—7) darB (-7,—2)yang dicerminkan terhadap
titik pusat!

Selanjutnya, pada kegiatan eksplorasi berikut, kita akan belajar tentang
bagaimana menemukan matriks yang terkait dengan pencerminan terhadap
sebarang titik.

N
4Q Eksplorasi

Mencari Matriks Pencerminan terhadap Sebarang Titik

Pada bagian ini, kita akan belajar tentang bagaimana menemukan matriks
yang berkaitan dengan operasi pencerminan terhadap titik secara umum.
Ingat kembali bahwa pada subbab sebelumnya, peta day) (jang
dicerminkan terhdap titik &b adalah {x+2a,—y+2b). Selanjutnya, ikuti
instruksi berikut untuk menemukan operasi matriks yang sesuai dengan
transformasi ini.

Pertama, perhatikan bahwa tujuan kita adalah untuk menemukan operasi
matriks sehingga kita bisa mendapatkan hasil akhir berupa vektor posisi
dari titik (—x+2a,—y+20). Dengan berbekal informasi ini dan konsep operasi
matriks, kita perhatikan matriks berikut.

+ =

& D UL ODK mQd, O daBviddehgan menyelesaikan operasi di sebelah
kiri persamaan matriks di atas dan selesaikan persamaan matriks tersebut.
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Berdasarkan eksplorasi tersebut, kita mendapatkan sifat berikut.

TMJEX

Pencerminan terhadap Titik
Operasi matriks yang terkait dengan pencerminan terhadap fgkl) untuk
sebarang titik X,y) adalah

+2

'SRXSL

Mencari Peta dari Sebuah Pencerminan terhadap Titik dengan
Matriks
Tentukan peta dari titik (2,3) oleh pencerminan terhadap titik (1,1).

Alternatif Penyelesaian
Dengan mengaplikasikan Sifat 4.11, kita peroleh

Tentukan peta dari titik (3,1) oleh pencerminan terhadap titik (-2,—1).

. Petanya adalah (-1,0).

Matriks Berkaitan dengan Translasi
Pada bagian ini, kita akan mempelajari bagaimana menemukan dan
mengaplikasikan matriks yang terkait dengan translasi.

N
4@ Eksplorasi

Mencari Matriks yang Berkaitan dengan Translasi

Di subbab sebelumnya, kita telah belajar tentang translasi yang dilakukan
di bidang Kartesius. Pada bagian ini, kita akan belajar tentang bagaimana
menemukan operasi matriks yang berkaitan dengan operasi translasi.
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1. Ubahlah bentuk vektor berikut menjadi operasi dari dua buah vektor
sedemikian rupa sehingga vektor posisi titiky) terpisah.

Berdasarkan eksplorasi tersebut, kita mendapatkan sifat berikut.

TMJIEX

Operasi Matriks terkait Translasi

Operasi matriks yang terkait dengan translasi oleh vektor terhadap titik

(x,y) adalah  +

'SRXSL

Mencari Peta dari Sebuah Translasi dengan Bantuan Matriks

Tentukan peta dari titik (—2,3) yang ditranslasikan oleh vektor
menggunakan operasi matriks.

Alternatif Penyelesaian

Petanya dapat ditentukan dengan SHWDQ\D DGDODK

THQWXNDQ SHWD GDUL WLWLN E \DQJ GLWUD
menggunakan operasi matriks.

s~~~

Matriks Berkaitan dengan Rotasi
Pada bagian ini, kita akan belajar untuk menemukan matriks yang terkait
dengan rotasi terhadap titik pusat. Untuk itu, ikuti kegiatan eksplorasi berikut.
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N
4ﬁ Eksplorasi

Mencari Matriks Rotasi terhadap Titik Asal (0,0) Sebesar i

Di subbab sebelumnya, kalian telah belajar tentang rotasi yang dilakukan
di bidang Kartesius. Pada bagian ini, kita akan belajar tentang bagaimana
menemukan matriks yang berkaitan dengan operasi rotasi. Ikuti penjelasan
dan intruksi berikut.

Misalkan, matriks yang kita cari adalah . Berdasarkan subbab

sebelumnya, peta dari titikx(y) yang dirotasikan terhadap titik asal (0,0)
sebesar tetha adalah . Oleh karena itu,
carilahr, s, t, usedemikian rupa sehingga memenuhi

Berdasarkan eksplorasi tersebut, kita mendapatkan sifat berikut.

TMJEX

Matriks Rotasi terhadap Titik Asal (0,0)
Matriks yang terkait dengan rotasi sebesaadian terhadap titik pusad(0,0)
adalah

Secara lebih umum, kalian juga bisa mendapatkan sifat berikut.

TMJIEX

Operasi Matriks terkait Rotasi terhadap Titik Sebarang
Matriks yang terkait dengan rotasi sebesaadian terhadap titik 4,0 adalah
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'SRXSL

Mencari Peta dari Sebuah Translasi dengan Bantuan Matriks

Matriks yang terkait dengan rotasi sebesar — g UDGLDQ r UDGLD
terhadap titik pusat adalah

Tentukan matriks-matriks yang berkaitan dengan rotasi terhadap titik pusat

0 (0,0) sebesar- radian.

Mari Berpikir Kreatif

N

Bilangan Kompleks dalam Transformasi
Kalian telah mempelajari tentang bilangan kompleks di Bab 1. Selain itu,
pada Bab 3, telah dilihat bagaimana keterkaitan antara bilangan kompleks

dan matriks, yakni bentuk matriks bisa dinyatakan dalam bentuk

=a+ib dengan dan i

Perhatikan bahwa hasil perkalian bilangaratib dani menghasilkan
iz=—b+ai, yaitu hasil rotasiz sebesar 9%ang berlawanardengan arah
putaran jarum jam. Hal ini sesuai dengan matriks transformasi yang kalian
pelajari pada bab ini, dengarbertindak sebagai matriks rotasi sebesar 90

e N N N N N N N N N N N N N N NSNS |
Matriks berkaitan dengan Dilatasi
Pada bagian ini, kita akan mencari matriks yang terkait dengan transformasi

dilatasi. Kita akan menggunakan pengetahuan tentang dilatasi yang telah
kita dapat pada subbab sebelumnya.
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N
4@ Eksplorasi

Mencari matriks yang Berkaitan dengan Dilatasi

Di subbab sebelumnya, kita telah belajar tentang dilatasi yang dilakukan
di bidang Kartesius. Pada bagian ini, kita akan belajar tentang bagaimana
menemukan matriks yang berkaitan dengan operasi dilatasi. Ingat kembali
bahwa titik (x,y) dipetakan oleh dilatasi dengan faktetO G D Q GReVDW
(kx,ky). Ikuti instruksi berikut untuk menemukan matriks terkait.

... Misalkan, matriks yang ingin kita cari adalah &DUN- DK

sedemikian rupa sehingga memenuhi =

Ingat kembali bahwa titik X,y) dipetakan oleh dilatasi dengan faktor
kO GDQ &I Kelkiw-a)+a,Ky—b)+b).
... Temukan kombinasi operasi matriks terhadap vektor posisi

sehingga hasilnya menjadi

Berdasarkan eksplorasi tersebut, kita dapat menemukan sifat berikut.

TMJEX

Matriks Dilatasi terhadap Titik Pusat
Matriks yang terkait dengan dilatasi dengan fakioD ROHK WQ@QN SXVDW
adalah

TMJEX

Operasi Matriks terkait Dilatasi terhadap Sebarang Titik
Matriks yang terkait dengan dilatasi dengan fakio© R O H l&,)/adalsth N
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atau

'SRXSL

Mencari peta dari Sebuah Dilatasi dengan Bantuan Matriks
Tentukan peta dari titik (2,4) yang ditransformasikan oleh dilatasi dengan
faktor 2 oleh titik pusat (1,1)!

Alternatif Penyelesaian
Dengan menggunakan Sifat 4.11, kita peroleh petanya

&DULODK NRRUGLGhWeS#as g@pUL WLWLN

Pemahaman Konsep
1. Benar atau salatOperasi matriks sama halnya dengan operasi

perkalian skalar

2. Benar atau salahTransformasi pencerminan terhadap titik asal (0,0)
ekuivalen dengan transformasi rotasi sebesar 180 terhadap titik asal (0,0).

3. Benar atau salahTranslasi dengan vektor terhadap titik &,y)

berkaitan dengan operasi matriks

4. Benar atau salafTransformasi rotasi terhadap titik asal (0,0) sebesar180

terkait dengan matriks
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Tuliskanlah matriks yang berkaitan dengan transformasi berikut.
a). ldentitas

b). Setengah putar terhadap titik pugat(0,0)

c). Pencerminan terhadap sumbu X

d). Pencerminan terhadap gagisx

e). Pencerminan terhadap gayis—x

Y% Rotasi terhadap titik asdD sebesar— (90)

g). Rotasiterhadap titik as@ sebesar =— (—90)

Penerapan Konsep
6. Tentukan hasil peta dari beberapa operasi transformasi yang terkait
dengan matriks-matriks berikut.

a). Titik (3,7) yang ditransformasikan dengan matriks

b). Parabolax3-2y ROHK WUDQVIRUPDVL GHQJDQ PDWU
c). Segitiga BC denganA(0,2),B E C(-7,-2) oleh transformasi

dengan matriks :

d). Garisx—2y+3=0 yang ditransformasikan oleh
e). Kurvay=2c-x?> x yang ditransformasikan oleh

C. Komposisi Transformasi dengan Menggunakan Matriks J

Di dalam subbab sebelumnya, kalian telah membahas transformasi dan
transformasi dengan matriks. Pada subbab kali ini, kalian akan mempelajari
tentang komposisi transformasi dengan menggunakan matriks. Pertama, kita
akan membatasi pembahasan untuk transformasi-transformasi yang dapat
direpresentasikan dengan matriks berordx22 Misalnya, pencerminan

terhadap sumbu X dapat direpresentasikan oleh . Operasi matriks

untuk menemukan peta dari titikg(y) yang dicerminkan terhadap sumbu X
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adalah . Transformasi-transformasi seperti ini yang telah dibahas

pada subbab sebelumnya adalah sebagai berikut.

1).
2).
3).
4).

6).
7).

Pencerminan terhadap sumbu X
Pencerminan terhadap sumbu Y
Pencerminan terhadap gayisx
Pencerminan terhadap gayis—x
Pencerminan terhadap titik pusat
Rotasi terhadap titik asal (0,0)
Dilatasi terhadap titik asal (0,0)

Untuk memahami bagaimana menemukan operasi matriks yang terkait

dengan komposisi transformasi, kerjakanlah kegiatan eksplorasi berikut.

%]
4ﬁ Eksplorasi

Mengoperasikan Komposisi Transformasi dengan Menggunakan
Matriks
Misalkan, kita memiliki dua buah transformadi dan T, T, merupakan

pencerminan terhadap sumbd, sedangkan transformasr, merupakan

rotasi terhadap titik asaD sebesar— radian (90.

1.

Apabila kalian ingin melakukan transfosmasi komposisi untuk sebarang
titik P(x,y) yang dimulai dengarT, dan dilanjutkan dengari,,, atau bisa
dinotasikan dengarT, "T,, tentukan hasil transformasinya dengan dua
acara:

a). Kalikan matriks yang terkait dengal, dengan . Kemudian,
kalikan matriks yang terkait dengam, dengan hasilnya.
b). Kalikan matriks yang terkait dengah, dengan matriks yang terkait

denganT,. Kemudian, kalikan hasilnya dengan .

Bandingkan hasil perkalian pertama dan kedua. Apakah keduanya sama?
Apa kira-kira kesimpulan yang dapat kalian tarik?
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3. Secara umum, mengapa menyelesaikan perkalian matriks berikut
dengan mengerjakan yang dilingkari terlebih dahulu sama saja?

Berdasarkan aktivitas eksplorasi tersebut, kita dapat memperoleh Sifat berikut.

TMJIEX

Matriks Transformasi Komposisi
Misal, matriks yang berkaitan dengan transformasidan T, berturut-turut

adalah dan . Maka, matriks yang terkait dengan komposisi

transformasiT, T, (TransformasiT, dilanjutkan dengarT,) adalah

'SRXSL

Mencari Peta dari Komposisi Transformasi dengan Bantuan Matriks
THQWXNDQ SHWD GDUL WLWLN \DQJ GLFHUPLQN
kemudian dicerminkan terhadap sumbu Y.

Alternatif Penyelesaian
Berdasarkan Sifat 4.17, matriks terkait pencerminan terhadap sumbu X

adalah dan matriks yang terkait dengan pencerminan terhadap

sumbu Y adalah . Oleh karena itu, matriks terkait dengan komposisi

dari pencerminan terhadap sumbu X yang dilanjutkan dengan pencerminan

terhadap sumbu Y adalah = . Akibatnya, peta yang

kita inginkan dapat dicari dengan

I—E Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas XI



Tentukan peta dari titik (—2,3) yang ditransformasikan oleh komposisi dari
refleksi sumbu Y yang dilanjutkan dengan rotasi 18€hadap titik asal.

e e s e e e e e s s e e A e e e e e S e e e |

'SRXSL

Mencari Peta dari Komposisi Transformasi dengan Bantuan Matriks

Misalkan, kalian ingin melakukan tiga buah transformasi pada sebuah

titik P \DNQL UHIOHNVL WHU Kdbhadastitk ARIE X ; URW
dan setengah putar. Tentukan petanya!

Alternatif Penyelesaian
Berdasarkan subbab sebelumnya, kita tahu bahwa matriks yang berkaitan
dengan refleksi terhadap sumbu X, rotasit@éhadap titik asal, dan setengah

putar berturut-turut adalah , , dan . Oleh karena
itu, matriks yang terkait dengan komposisi transformasi tersebut adalah

= = . Dengan matriks ini,

kita dapat memperoleh peta dd®i

Misalkan, kita ingin melakukan tiga buah transformasi pada sebuah titik
P \DNQL UHIOHNVL WH UK De@hbdap Vitk Bdal{dan URWDV
pencerminan terhadap garis=x. Tentukan petanya!
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@ )

1. Pada sifat sebelumnya, kita belum tahu apakah operasi perkalian
yang melibatkan dua matriks yang berkaitan dengan komposisi dari
dua transformasi adalah komutatif atau tidak. Selidikilah, kapan sifat
komutatif berlaku benar.

2. Misalkan, suatu matriks<2, katakanlah M, merepresentasikan suatu
transformasi T pada sebuah bidang kartesius. Tentukan matriks yang
berkaitan dengan transformasi T yang diterapkan sebanyak 99 kali
dan dinotasikan

é, |i' Mari Mengomunikasikan
o P

&DULODK OLWHUDWXU GDODP EDKDVD ,QJJULV \DQJ
geometri. Salah satu matematikawan yang menarik jika digali kisahnya
DGDODK 0 & (VFKHU $GD VHEXDK NLVDK WHQWDQJ C
kekayaan motif pengubinan di Alhambra, sebuah situs kerajaan di Spanyol.

Beberapa di antara artikel tentang kontribusi beliau dalam matematika
dapat dibaca di dua tautan ini https://s.id/Escherl dan https://s.id/Escher2.
&DUD ODLQ NDOLDQ GDSDW PHPLQGDL NRGH EDWDOQ

IgE  EE
Ofste. E’“&ﬁ

Berdasarkan dua artikel tersebut, rangkum dan ekspresikan pendapat
NDOLDQ WHQWDQJ SHUDQ 0 & (VFKHU GDODP SHQJHPE
kembali dalam bentuk tulisan, video pendek, ataupun rekaman audio. Jika

memiliki keterbatasan dalam bahasa Inggris, manfaatkan Google Translate.
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Pemahaman Konsep

1. Benar atau salalKomposisi dari pencerminan terhadap gayrsx dan
pencerminan terhadap gariy=—x ekuivalen dengan pencerminan
terhadap sumbu X.

2. Benar atau salahKomposisi dari dua buah translasi adalah sebuah
translasi.

3. Benar atau salalSebuah translasi dapat dinyatakan sebagai komposisi

dari dua buah pencerminan.

Penerapan Konsep
4. Misalkan, T, menyatakan operasi pencerminan terhadap sumbu X,
sedangkarT, menyatakan operasi pencerminan terhadap sumbu Y.

a. Transformasi tunggal apakah yang ekuivalen den@aiT,?
b. Apa peta dariP(a,b dari transformasi ini?

&DULODK PDWULNYV \DQJ EHUNDLWDQ GHQJDQ St
dilanjutkan dengan setengah putaran terhadap pusat.

S. Rangkuman

Definisi Pencerminan: Pencerminanguntuk sebuah titikP pada bidang
Kartesius terhadap garim, yang dinotasikan sebagag, adalah sebuah
relasi yang didefinisikan sebagai

Definisi Setengah PutardikaP@a,b, maka setengah putar terhadap titk
yang dinotasikan sebagag, adalah sebuah relasi yang memetakan tikik/
ke titik (x',y) dengan titikP(a,b sebagai titik tengah dari keduanya.

Aljabar dari Setengah Putarioperasi setengah putawg, denganP(a,b),

memenuhi persamaan
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5
'"HQJDQ ND W)Dy)t}—&-t@—y{%).
Definisi Translasi: Diketahui vektor &,b. Maka, translasi berkaitan dengan

vektor (@,b, yang dinotasikan sebagapab untuk sebarang titik X,y)
didefinisikan sebagar(]m (X,y)=(x+a,y+b).

Definisi Rotasi: Diketahui titik C dan sudut berarah . Rotasi dengan titik
SXVDW & V Hyanrgvdnbtasikan dengarg., didefinisikan sebagai
sebuah transformasi yang memetakan titik ke dirinya sendiri dan
memetakan sebarang titik laiR ke titik P' sedemikian rupa sehingga dua
kondisi terpenuhi:

* \'merupakan ukuran sudut berarah dari sudut berarah yang terbentuk

dari sinar dan

Matriks Rotasi:Matriks yang terkait dengan rotasi sebesemadian terhadap
titik pusat O adalah

Tabel Matriks berkaitan dengan pelbagai macam transformasi

Prapeta Transformasi Matriks dan Operasinya
1. ;
Translasi +
2. 5H.HNVL VXREX ;
3. 5H.HNVL VXREX <
4. 5H.HNVIy=3DULV
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Prapeta Transformasi Matriks dan Operasinya

SH.HNVIy=b ULV

6. 5H.HNViXx=BDULYV

7. S5H.HNVIx=6DULYV

5H.HNVL WHUKDGDS WLWLN
8.
ACHY

Setengah putar
terhadap titik asal (0,0)

9. UH.HNVL WHUKDGDS WLWLN
asal (0,0)
10 Rotasi sebesar suduiit
' terhadap titik asal (0,0
11 Rotasi sebesar suduit
' terhadap titik P(a,b
12. Dilatasi [P(a,b k]
13 Dilatasi dengan faktok

terhadap titik asal (0,0

Matriks berkaitan dengan komposisi transformasiMisal, matriks yang
berkaitan dengan transformadi, dan T, berturut-turut adalah dan
. Maka, matriks yang terkait dengan komposisi transformasiT,

(TransformasiT, dilanjutkan dengari,) adalah
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Iy\/ Uji Kompetensi

Uji Pemahaman
Benar atau Salah.7THQW XNDQ DSDNDK SHUQ\DWDDQ QRPRU
atau salah.

1. Dilatasi selalu mempertahankan jarak antara dua titik di prapeta dan
hasil transformasinya.

2. Rotasi selalu memetakan segitiga menjadi segitiga dan dan petanya
selalu kongruen dengan prapeta.

3. Peta darix;y) oleh pencerminan terhadap sumbu X adalak,y)-

4. (~,y) adalah peta dari titik (¢,—Y) yang dirotasikan sebesar 18rhadap
titik asal (0,0).

ODWULNV \DQJ WHUN D L Wteshddap dikpudar dude¥i L VHEHV D

Isian Singkat.Isilah titik-titik pada nomor 6 — 9 sehingga pernyataan pada
nomor tersebut menjadi lengkap dan benar.

6. Komposisi dari dua buah translasi adalah . . . .
7. Sebuah segitiga jika dicerminkan terhadap sumbu Y akan menjadi . . . .

8. Matriks yang terkait dengan rotasi sebesar 2&bhadap titik pusat
adalah . . ..

9. Matriks yang terkait dengan komposisi transformasi yang dimulai
dengan rotasi sebesar 9@rhadap titik pusat dan dilanjutkan dengan
pencerminan terhadap sumbu X adalah . . . .
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Penerapan
Isian Singkat

10. TitikM(2,-3) dicerminkan terhadap sumbu X, kemudian terhadap sumbu
Y akan menghasilkan bayangdfi= . . ..

11. Garis 2+3y=—6 ditranslasikan dengan vektor dan dilanjutkan

dengan vektor . Bayangannya adalah ...

12. Titik A(6,4) direfleksikan terhadap garis®/=1. Bayangan titikA(6,4)
adalah ....

13. LingkaranL @4y2-2y—3=0 didilatasi oleh @ (0,0),3]. Luas bayangan

lingkaranL sama dengan ... satuan luas. (Kinomatika 2014)

14. Bayangan titikP(x,y) yang ditranslasi oleh vektor dilanjutkan
oleh pencerminan terhadag=k ditentukan oleh persamaan matriks
transformasi langsung berbentuk ....

Uraian.

THQWXNDQ PDWULNV PDWULNVY \DQJ EHUNDLWLEL
terhadap titik asaD sebesar

a. — radian

b. — radian

16. Hitunglah perkalian matriks
17. Tentukan hasil peta dari bentuk geometri berikut.

a. Garis 2-3y—2y+7=0 yang ditransformasi oleh setengah putar
terhadap titik asal (0,0).

b. Kurva y=-2x>+3x—4 yang dicerminkan terhadap sumbu Y.

THQWXNDQ SHWD GDUL WLWLN y=RMlaND GLFHUF
dirotasikan 9Q
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19. Tentukan peta dari titik x¢-2,3/) yang ditransformasikan dengan
pencerminan terhadap sumb¥ dilanjutkan dengan setengah putaran
terhadap titik pusat.

20. Tentukan peta dari garisx23y \DQJ GLWUDQVIRUPDVLNDQ
pencerminan terhadap garig=—x dilanjutkan dengan rotasi terhadap
titik pusat sebesar 180

21. Tentukan peta dari kurvg=2>-3x \DQJ GLWUDQVIRUPDVLNDQ
pencerminan terhadap garig=x dilanjutkan dengan rotasi terhadap

titik pusat sebesar 90dan kemudian ditranslasikan oleh vektor

Penalaran

22. Nyatakan persamaan sebuah parabgtx>-12+19 dalam bentuk
y=(a—h)*+k. Gunakan bentuk tersebut untuk menjelaskan bagaimana
operasi-operasi transformasi dilakukan terhadap paralystg sehingga
menjadiy=2x>-12+19.

23. Buktikan dengan perkalian matriks bahwa operasi dilat@s], dilabeli

dengan transformasD, dan pencerminan terhadap sumbu Y, dilabel
dengan transformasC, memenuhD C=CD.

24. Jelaskan mengapa suatu dilatasi terhadap titik pusat selalu komutatif
GHQJDQ WUDQVIRUPDVL \DQJ GDSDW GLQ\DWDNDAQ

%XNWLNDQ EDKZD SHQFH bxPhy£+D Qneivetbtkek DGDS JD U
titik (x,y) ke

1SSHMY“ZOEWM 1SXMJ /LEW (EIVEL HIRKER 8VERWJSVQE
Dalam proyek kali ini, kita akan bersama-sama mempelajari budaya kita dan
warisan leluhur, baik yang ada di Indonesia maupun di negara lain. Selain itu,
kita berharap mampu memanfaatkan pengetahuan kita yang telah dipelajari
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dari bab ini untuk mengembangkan kebudayaan kita dengan memodifikasi
ataupun mereka ulang karya seni terdahulu. Selain itu, kita akan belajar
mengomunikasikan karya kita dalam bentuk tulisan, audio, ataupun video
sehingga ide kita dapat dinikmati oleh banyak orang, dikembangkan lagi,
dan menjadi pemicu inspirasi. Ikutilah beberap instruksi berikut:

Pertama, carilah referensi motif yang dapat berupa motif batik atau
geometris maupun yang lain. Misalnya, kalian dapat mencari motif batik
yang kalian suka ataupun motif batik khas daerah kalian. Kalian dapat
pula mencari tahu batik dari daerah lain yang menurut kalian menarik.
Alternatifnya, kalian dapat motif geometris atau floral yang terdapat
pada situs sejarah ataupun bangunan-bangunan seperti istana kerajaan di
Alhambra, atau tempat ibadah seperti masjid atau gereja.

Kedua, pelajari bentuk dasar dari berbagai motif yang kalian temukan
dan tinjau dari sudut pandang transformasi geometri. Uraikan motif
tersebut menjadi bagian-bagian yang lebih kecil dan sederhana. Sebagai
inspirasi, baca dan ambil pengetahuan yang relevan dari dua sumber
berikut. Pertama, artikel yang berjudulLéarning Geometry and Values from
Patterns: Ethnomathematics on the Batik Patterns of Yogyakarta, Intonesia.
Untuk mengaksesnya, kalian dapat menggunakan fitur search di Google
Scholar. Kedua, buku berjudulstamic Geometric Patterns Their Historical
Development and Traditional Methods of Construttid@ tidak memiliki
akses terhadap buku ini, alternatifnya, kalian dapat mencari gambar dengan
kata kuncilslamic Geometric Pattedn Internet atau kalian telusuri karya-
karya Jay Bonner.

Ketiga, kreasikan motif geometris, batik, ataupun floral sesuai dengan
kreativitas kalian. Lakukan hal ini dengan menggunakan konsep-konsep
yang telah dipelajari pada bab ini. Perlihatkan bukan hanya hasil akhir,
tetapi juga proses mengkreasikan motif yang kaliat buat dalam beberapa
tahap. Libatkan konsep transformasi dan koordinat kartesius dalam tahap-
tahap ini agar lebih jelas. Gambarkan hasil motif ini secara utuh, bisa dalam
bentuk lukisan di kertas maupun gambar digital dengan bantuan teknologi.
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Keempat, jelaskan proses pembuatan motif karya kalian agar dapat
GLQLNPDWL RUDQJ ODLQ &HULWDNDQ DVDO PXDVDO
&HULWDNDQ GDHUDKQ\D VHMDUDKQ\D PDXSXQ NHXC
SDQGDQJ +DO LQL GDSDW GLODNXNDQ GDODP EHQW X
dilakukan dengan merekam penjelasan kalian secara audio yang kemudian
kalian buat postingan dalam bentyglodcastlika memungkinkan, kalian juga
bisa mengkreasikan penjelasan kalian dalam bentuk video yang dapat di-
sharedi pelbagai media sosial seperti YouTube, Instagram, Facebook, TikTok,

Twitter, dan lain sebagainya. Libatkan teman kalian untuk berkomentar
maupun mengapresiasi karyamu atau karya temanmu yang lain.

@

Ingat-ingat kembali pengalaman belajar kalian di bab ini. Setelah itu,
refleksikan pengalaman belajar kalian tersebut dengan menanggapi
pertanyaan atau pernyataan panduan berikut.

1. Sejauh mana manfaat yang dapat kalian rasakan setelah berdinamika
GL %DE 7TUDQVIRUPDVL *HRPHWUL" &HULWDNDQ P
rasakan.
2. Strategi-strategi belajar seperti apa yang kalian gunakan untuk belajar
di Bab 4 Transformasi Geometri? Apakah semua strateginya sudah
membantu kalian untuk belajar secara optimal?
3. Sekarang, nilailah pembelajaran kalian sendiri di Bab 4 Transformasi
Geometri ini dengan mencentang kolom-kolom yang sesuai pada tabel
berikut.

TARGET PEMBELAJARAN

Subbab A Transformasi

Saya dapat melakukan pencerminan terhadap
sumbu X pada bidang Kartesius.

Saya dapat melakukan pencerminan terhadap
sumbu Y pada bidang Kartesius.
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No. TARGET PEMBELAJARAN 3 z U

Saya dapat melakukan pencerminan terhadap

< garisy=x pada bidang Kartesius.
4 Saya dapat melakukan pencerminan terhadap
' garisy=—x pada bidang Kartesius.
Saya dapat melakukan pencerminan terhadap
garisx=k pada bidang Kartesius.
Saya dapat melakukan pencerminan terhadap
6. L . )
garisy=h pada bidang Kartesius.
7 Saya dapat melakukan pencerminan terhadap
' titik pada bidang Kartesius.
8 Saya dapat melakukan translasi pada bidang
' Kartesius.
9 Saya dapat melakukan rotasi pada bidang
' Kartesius.
10 Saya dapat melakukan dilatasi pada bidang

Kartesius.

Subbab B Kaitan Matriks dengan Transformasi

Saya mampu menggunakan matriks serta
operasinya untuk menentukan peta dari
pencerminan terhadap sumbu X pada bidang
Kartesius.

11.

Saya mampu menggunakan matriks serta
operasinya untuk menentukan peta dari
pencerminan terhadap sumbu Y pada bidang
Kartesius.

Saya mampu menggunakan matriks serta
operasinya untuk menentukan peta dari
pencerminan terhadap garis=x pada bidang
Kartesius.

Saya mampu menggunakan matriks serta
operasinya untuk menentukan peta dari
pencerminan terhadap garis=—x pada bidang

Kartesius.
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No. TARGET PEMBELAJARAN 3 z

Saya mampu menggunakan matriks serta
operasinya untuk menentukan peta dari
pencerminan terhadap garissk pada bidang
Kartesius.

Saya mampu menggunakan matriks serta
operasinya untuk menentukan peta dari

= pencerminan terhadap garsh pada bidang
Kartesius.
Saya mampu menggunakan matriks serta
17 operasinya untuk menentukan peta dari

pencerminan terhadap titik pada bidang
Kartesius.

Saya mampu menggunakan matriks serta
18. |operasinya untuk menentukan peta dari translasi
pada bidang Kartesius.

Saya mampu menggunakan matriks serta
19. |operasinya untuk menentukan peta dari rotasi
pada bidang Kartesius.

Saya mampu menggunakan matriks serta
20. |operasinya untuk menentukan peta dari dilatasj
pada bidang Kartesius.

Subbab C Komposisi Tansformasi dengan Matriks

21 Saya dapat menjelaskan konsep komposisi
" |transfomasi.

Saya dapat menggunakan matriks serta
22. |operasinya untuk menentukan peta dari
komposisi transformasi.
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Untuk mempelajari transformasi geometri secara lebih lanjut dan mendalam,
ada beberapa buku sumber yang dapat di rujuk.

.HODV ;, .’ GDUL .HPHQWHH
Kebudayaan.” Modul ini berisikan materi yang
serupa. penilaian.sma.kemdikbud.go.id:80
HPRGXOVPD GHWDLO SKS"LG ]

. Geometri Transformagiang ditulis oleh Rawuh.

Buku ini dapat digunakan untuk mempelajari
Geometri Transformasi dengan pendekatan
geometri Euclid.

.. Transformation Geometry: An Introduction EOF' n
Symmetryyang dikarang oleh George E. Marti =
Buku ini mempelajari Geometri Transformasie:
dengan pendekatan geometri Euclid yang dikaitk_ X
dengan aljabar abstrak. https://www.google.co.i e
books/edition/Transformation_Geometry/
gevIBWAAQBAJ?hl=en&gbpv=0.

. M. C. Escher's Legacy: A Centennial Celeb.rafg
Buku ini menyibak kejeniusan Escher dala
memadukan kerja seninya dalam bentuk |UkIS
dan pengetahunnya tentang matematika termas

pengubinan dan transformasi. https://books.goog[al]

FR LG ERRNV DERXW OB&B(VFKHUBVB/H.‘

KWPO"LG X'=Q U'SZE4& UHGLUBHVF \

ini membahas simetri, transformasi, dan kons

dibuat dengan otomasi di komputer. https.//wva
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google.co.id/books/edition/Islamic_Geometric_Pathsy
09IXxDWAAQBAJ?hl=en&gbpv=0

&KDQQHO \RXWXEH *HRPHWULE' |E|—|QMHODVND
berbagai macam permasalahan geometri. https://w A'-.Ii;_i::la:_{
\RXWXEH FRP FKDQQHO 8&]7N]1 2 r_.‘_;_

=& VY$
iy

I—E Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas XI



KEMENTERIAN PENDIDIKAN, KEBUDAYAAN, RISET, DAN TEKNOLOGI
REPUBLIK INDONESIA, 2021
Matematika Tingkat Lanjut

untuk SMA Kelas XI
Penulis: Al Azhary Masta, dkk.
ISBN: 978-602-244-770-2

Pada Maret 2021 kapal Ever Given tersangkut di Terusan Suez. Bagaimana
salah satu fungsi yang dibahas dalam bab ini dapat digunakan untuk
memodelkan fenomena alam yang turut membantu penyelamatan kapal
tersebut?




Tujuan Pembelajaran
Setelah mempelajari bab ini, kalian diharapkan memiliki kemampuan
berikut ini.

.. Menentukan nilai fungsi trigonometri, fungsi logaritma, fungsi aljabar
dan fungsi non aljabar, serta menganalisis karakteristik grafiknya.

.. Memodelkan dan menyelesaikan permasalahan sehari-hari dengan
menggunakan fungsi trigopnometri, fungsi logaritma, fungsi aljabar dan
fungsi non aljabar.

@ Peta Konsep dan Kata Kunci

Fungsi Aljabar

Fungsi dan Pemodelar

f l Fungsi Nonaljab l 1
FungsiTrigonom i Fungsi Ekspo l Fungsi Logarit

v

Fungsi Tangga Fungsi Nilai Mut

Fungsi Aljabar, Fungsi Non-Aljabar, Fungsi Rasional,
Fungsi Akar, Fungsi Trigonometri, Fungsi Logaritma,
Fungsi Eksponensial, Fund2iecewisdg-ungsi Nilai
Mutlak, Fungsi Tangga
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C{g Pengantar Bab

Memahami Dunia di Sekitar Kita
Pernahkah kalian membayang
kan untuk tinggal di negara

|a|n’) Klra'klra; apa Saja yang \Jakarta Laut Jawa ‘ "LautBanda

' Denpasar
Surabaya

berbeda dengan tempat tingga

d
B

Laut Arafura

Laul Timor “%°

kalian saat ini? Tentu, banyak
yang berbeda. Salah sat 1.000,00 km
hal yang bisa berbeda iala
lamanya hari, yaitu periode dari

Australia
Barat

matahari terbit sampai matahari

2.572,36 km ¢

terbenam. Di bagian Proyek
pada bab ini, kalian akan diaja

Australia

Selatan

Gambar 5.1 Peta Lokasi Denpasar dan Perth.

untuk membandingkan lamanya
hari di Kota Denpasar dengan
Kota Perth.

Selain itu, banyak fenomena di sekitar kalian yang dapat dimodelkan
dengan fungsi yang akan kalian pelajari di bab ini. Pemodelan tersebut dapat
membantu kalian memahami dunia di sekitar kalian. Oleh karena itu, silakan

mempelajari bab ini dengan penuh semangat!

A. Fungsi Trigonometri

y

Seringkali, kita menjumpai fenomena di sekitar kita yang dapat
direpresentasikan dengan baik menggunakan grafik. Untuk mengetahui

salah satunya, kerjakan kegiatan eksplorasi berikut ini.

2]
4@ Eksplorasi

Posisi Matahari terhadap Cakrawala

Saat ini, kalian dapat melihat berita atau prakiraan cuaca dengan mudah
melalui telepon pintar. Gambar 5.2 berikut ini memperlihatkan tampilan

suatu situs web weather.com mengenai cuaca.
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Matahari terbit dan terbenam

Matahari terbit Matahari terbenam
05.50 17.38
Cakrawala
Fajar Tengah hari Senja
05.28 11.44 18.00

Panjang hari 11 jam 48 menit
Sisa waktu terang hari 2 jam 47 menit
Gambar 5.2 Matahari Terbit dan Tenggelam
Cermati Gambar 5.2. Jelaskan apa yang dapat kalian tangkap dan maknai
dari gambar tersebut.

e e e e e e e e e e R e e e e e e e e e e e ST |

Melalui aktivitas eksplorasi, kalian diperlihatkan informasi mengenai
posisi matahari terhadap garis cakrawala. Posisi matahari tersebut dapat
dimodelkan dengan fungsi yang akan kita pelajari di dalam subbab ini, yaitu
fungsi trigonometri.

Ketika mempelajari trigopnometri, sudut dapat dipandang sebagai
perputaran suatu sinar garis dari sisi awal ke sisi akhir dengan pusat di
pangkalnya. Jika perputarannya berlawanan arah putaran jarum jam, kita
mendapatkan sudut positif. Sebaliknya, jika perputarannya searah putaran
jarum jam, kita memperoleh sudut negatif. Perhatikan Gambar 5.3 berikut.

Gambar 5.3 Sudut Positif dan Sudut Negatif
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Pada Gambar 5.3Jadalah contoh sudut positif, sedangkaviadalah
contoh sudut negatif. Arah perputaran kedua sudut tersebut digambarkan
dengan anak panah.

1. Fungsi Trigonometri Sebarang Sudut

Di kelas X, kalian telah mempelajari perbandingan trigopnometri pada segitiga
siku-siku. Gunakan pengetahuan kalian tentang perbandingan trigonometri
tersebut untuk melakukan aktivitas eksplorasi berikut.

2]
,.ﬁ Eksplorasi

Menentukan Koordinat Titik pada Lingkaran Satuan

Di dalam aktivitas eksplorasiini, kalian akan menentukan koordinat titik-titik

yang diberikan dengan menggunakan bantuan perbandingan trigonometri

segitiga siku-siku.

1. Titik-titik A, B, C, danD pada Gambar 5.4 berada pada lingkaran satuan,
yaitu lingkaran yang berpusat di titik asal (0, 0) dan berjari-jari 1 satuan.
Berdasarkan informasi yang diberikan pada gambar tersebut, tentukan

koordinat titik-titik tersebut. (Perhatikan tanda, positif atau negatif, dari
koordinat-koordinatnya.)

y y
14 1t

| \30°

o
ol
x
1
N
N
o1
o
/5]
ol
x
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1 x 0[NJa5° 1 x

Gambar 5.4 Titik-Titik A, B, C, danD pada Lingkaran Satuan

2. Berdasarkan perhitungan kalian di bagian 1, secara umum, bagaimana
cara menentukan koordinat suatu titik yang berada pada lingkaran
satuan jika diketahui besar sudutnya terhadap sumbUSRV LWL %"

[ S L T e T S B e s, |

Jika kalian perhatikan, besar sudut-sudut pada aktivitas eksplorasi sebelumnya
semuanya memiliki sisi awal sumbUpositif dan berpangkal di titik asal (0, 0).
Sudut-sudut yang seperti ini disebsitidut-sudut dalam posisi baku

Di aktivitas eksplorasi sebelumnya, kalian menggunakan perbandingan
trigonometri segitiga siku-siku untuk menentukan koordinat titik-titik pada
lingkaran satuan. Perbandingan trigonometri tersebut sekarang kita perluas
definisinya agar dapat digunakan untuk sebarang sudut.

(1%RMWM

Fungsi-Fungsi Trigonometri

Misalkan, \ adalah sudut dalam posisi baku dBrfx, y) adalah titik yang
berada pada sisi akhir sudut tersebut, seperti yang diperlihatkan pada
Gambar 5.5. Jikaadalah jarak antara titik asal ke titiR, maka fungsi-
fungsi trigonometri sin\, cos\, dan tan\ didefinisikan sebagai berikut.
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Gambar 5.5 Sudut Adalam Posisi Baku

Berdasarkan Definisi 5.1, kita dengan mudah dapat menentukan tanda (positif

DWDX QHJIJDWL?Y

GDUL QLODL IXQJVL WULJRQRPHYV

sudut-sudut dalam posisi baku yang sisi akhirnya di kuadran 2, misalnya,
sebarang titik yang berada di sisi akhir sudut tersebut memiliki koordinat
negatif dan koordinay positif. Karena selalu positif, nilai sin\di kuadran 2
positif, sedangkan nilai cosdan tan \ negatif. Tanda dari nilai fungsi-fungsi
trigonometri di semua kuadran dirangkum pada Gambar 5.6 berikut.

Kuadranll
X y

y

Kuadran |
y

Kuadranll|
X y

X

Kuadran |V
y

Gambar 5.6 Tanda Fungsi-Fungsi Trigonometri di Semua Kuadran
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Definisi 5.1 dan tanda fungsi-fungsi trigopnometri pada Gambar 5.6 dapat
digunakan untuk menentukan nilai fungsi trigonometri sebarang sudut.
Untuk itu, kerjakan aktivitas eksplorasi berikut.

2]
"Q Eksplorasi

Menentukan Nilai Fungsi Trigonometri

Di aktivitas eksplorasi ini, kalian akan menemukan cara bagaimana
menentukan nilai fungsi trigopnometri. Untuk melakukannya, kalian perlu
mengingat perbandingan trigonometri untuk sudut-sudut istimewa sebagai

berikut.
Tabel 5.1 Sudut-Sudut Istimewa

7YHYX A WMR A GSW A
30° - = =
45° " = 1
60° = - NE

1. '"HQJDQ PHQJIJXQDNDQ '"H-QLVL \, cosWjahQawn XNDQ QLO
\ untuk sudut-sudut\ = 0°, 90°, 180°, dan 270°. Isikan hasilnya ke dalam
tabel berikut.

7YHYX A WMR A GSW A
0°
90°
180°

270°

2. Tentukan nilai sin \, cos \, dan tan \ dari sudut \ = 135°. Untuk
melakukannya, ikuti panduan berikut.

a). Lukislah sudut 135° dalam posisi baku dan lingkaran satuan pada
bidang koordinat. Kemudian, tandai titikA yang merupakan
perpotongan lingkaran satuan dan sisi akhir sudut tersebut.

I—E Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas XI



Lukis juga segitiga siku-siku bantuan yang bersesuaian. Hasilnya
diperlihatkan pada Gambar 5.7.

y
1__
A
~ S 135°
g \
I i
B (@) 1 X

Gambar 5.7 Sudut 135° dalam Posisi Baku
b). Tentukan besar sudut.

c). Dengan menggunakan perbandingan trigonometri segitiga siku-
siku, tentukan koordinat titikA.

d). Tentukan jarak antara titikA dan titik asal dengan menggunakan
Teorema Pythagoras, yaitu

\/ﬁ
e). Dengan menggunakan hasil pada bagian (c), (d), dan Definisi 5.1,

tentukan nilai sin\, cos\, dan tan\untuk sudut\= 135°. Perhatikan
tanda positif atau negatifnya.

Y% Bandingkan hasilnya dengan nilai T, T,dan T.

Tentukan nilai sin\, cos)\, dan tan\untuk sudut-sudut\ = 240° dan —45°.
(Gunakan cara seperti pada soal nomor 2.)

Tentukan nilai sin'\, cos\, dan tan \ untuk sudut-sudut\ = 390° dan
—600° Sudut-sudut 390° dan —600° ditunjukkan pada Gambar 5.8 (a) dan

(b) berikut.
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390&J " kﬂaow ”

@ (b)
Gambar 5.8 Sudut-sudut 390° dan —600° dalam Posisi Baku

5. Tentukan nilai sin\, cos\, dan tan\ untuk sudut-sudut\ = 945° dan

-1.110°.
6. Secara umum, bagaimana kalian menentukan nilai fungsi-fungsi

trigonometri sebarang sudut?
N N N N N N N N N N N N N N NSNS |
Di aktivitas eksplorasi sebelumnya, kalian telah menemukan strategi untuk
menentukan nilai fungsi-fungsi trigonometri untuk sudut-sudut yang tidak
hanya sudut-sudut lancip. Strategi tersebut dapat dirangkum dalam Sifat 5.1
berikut.

TMJIEX

Nilai Fungsi Trigonometri Sebarang Sudut

Misalkan, T adalah sudut lancip, yaitu . Maka, nilai fungsi-
fungsi trigonometri di kuadran 2 sampai 4 dapat ditentukan dengan
menggunakan rumus berikut.

Kuadran Il
1.
2.
&
Kuadran Il
1.
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2.
g}

Kuadran IV
1.
2.
3.

Jika 0° <\ < 360° dak adalah sebarang bilangan bulat, nilai fungsi-fungsi
trigonometri juga dapat ditentukan dengan rumus berikut.

1. k
2. k
S} k

Untuk mengetahui bagaimana penggunaan Sifat 5.1, perhatikan Contoh 5.1
berikut.

'SRXSL

Menentukan Nilai Fungsi Trigonometri
Tentukan nilai dari sin 315°, cos 510°, dan tan (—840°).

Alternatif Penyelesaian

Untuk menentukan nilai fungsi-fungsi trigonometri yang diberikan, kita
gunakan Sifat 5.1. Karena sudut 315° berada di kuadran 4, nilai sin 315° dapat
ditentukan sebagai berikut.

( 315° = 360° — 45°
Sifat 5.1

= -

Nilai cos 510° dapat ditentukan dengan menggunakan fakta bahwa
510°=1-360°+150°.

510°=1-360°+
150°
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Sifat 5.1
150° = 180° — 30°
Sifat 5.1

v N

Terakhir, perhatikan bahwa —840° = (—4) - 180° + (—-120°). Dengan demikian,
nilai tan(—840°) dapat ditentukan sebagai berikut.

—840° = (-4) - 180° +

(-120°)

Sifat 5.1

Sifat 5.1

360° - 120° = 240°

240° = 180° + 60°

Sifat 5.1

J3 J

Carilah nilai cos(—60°), sin 450°, dan tan(-1215°).

2. ldentitas Trigonometri

Ketika belajar di Bab 2, kalian mengenal identitas polinomial. Di subbab
ini, kalian akan belajar identitas trigonometri. Untuk itu, kerjakan aktivitas
eksplorasi berikut untuk menemukan salah satu identitas trigonometri.

N
4& Eksplorasi

Menemukan Identitas Trigonometri
Di dalam aktivitas ini, kalian akan dipandu untuk menemukan salah satu
identitas trigopnometri. Untuk itu, lakukan langkah-langkah berikut ini.

1. Tunjukkan bahwa informasi yang ditunjukkan pada Gambar 5.9 berikut
ini semuanya tepat.
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Gambar 5.9 Perbandingan Trigonometri dalam Segitiga Siku-Siku

2. Dengan menggunakan segitiga siku-siku pada bagian 1, carilah hubungan
antara sin\, cos\, dan 1.

3. Sementara ini, hubungan yang kalian temukan di bagian 2 hanya berlaku
untuk sudut-sudut lancip. Hal ini dikarenakan hubungan tersebut kalian
temukan dengan menggunakan segitiga siku-siku di bagian 1. Apakah
hubungan itu juga berlaku untuk sebarang sud® Selidikilah dengan

menggunakan lingkaran satuan pada Gambar 5.10 berikut.
y

l,,
P(x,y)

Gambar 5.10 Lingkaran Satuan dan Sudut \
a). Nyatakan koordinat titik® ke dalam\.

b). Tuliskan persamaan yang menyatakan jarak antara tRian titik
asal (0, 0). Bandingkan persamaan tersebut dengan hubungan yang
kalian dapatkan di bagian 2.

Di aktivitas eksplorasi sebelumnya, kalian telah mendapatkan salah satu
identitas trigopnometri. Identitas tersebut dapat dinyatakan sebagai berikut.

sik \+cog \=1
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Karena kalian menggunakan teorema Pythagoras untuk menemukan
identitas tersebut, identitas tersebut dinamakadentitas Pythagoras
Identitas ini beserta dengan identitas-identitas trigonometri lainnya
dirangkum sebagai berikut.

TMJIEX

Identitas-ldentitas Trigonometri Dasar
1).

2). —

3).

4).

5).

Identitas-identitas nomor 3, 4, dan 5 tersebut merupakan generalisasi dari
persamaan-persamaan dalam Sifat 5.1 bagian kuadran 4. Untuk mengetahui

bagaimana penggunaan identitas-identitas trigonometri dasar, perhatikan
Contoh 5.2 berikut ini.

'SRXSL

Menggunakan Identitas Trigonometri

Jika \ berada pada kuadran 2 dan -, carilah nilai cos\dan tan\.

Alternatif Penyelesaian
Untuk menentukan cos, kita gunakan identitas Pythagoras.

=1 Identitas Pythagoras
cog \ =1 —sirf \ Kurangi kedua ruas dengan $if

cos\ N, Akar kuadratkan

cos\ ,/ - Substitusi sin\ = 4/5
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cos\ \/7 Sederhanakan

Karena\ di kuadran 2, cos bernilai negatif. Dengan demikian,

Selanjutnya, kita gunakan identitas kedua untuk menentukan nilai tan

/
/

Jika dan 270° Q < 360°, tentukan sindan tan\.

Mari Berpikir Kreatif

i

Kerjakan soal pada Contoh 5.2 dengan cara yang berbeda, yaitu dengan
langsung menggunakan Definisi 5.1.

3. +VE ¥#uBgsi Trigonometri

Pada bagian ini, kalian akan diajak untuk menggambar grafik fungsi
trigonometri. Sebelum itu, kalian perlu mengenal ukuran sudut selain derajat,
yaitu radian Jika dalam derajat, ukuran sudut satu putaran penuh adalah 360°.
Jika dalam radian, ukuran sudut satu putaran penuh adaldta@ (rad adalah
penanda sudut yang dinyatakan dalam ukuran radian). Dengan demikian, 360°
= 2drad. Persamaan tersebut setara dengan tiga persamaan berikut.

r q UDG

Dengan kata lain, kita dapat mengubah ukuran sudut dari derajat ke
radian dengan mengalika180. Perhatikan contoh berikut.
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Untuk mengonversi sudut dari ukuran radian ke derajat, kita kalikan
sudut tersebut dengan 180/Cermati contoh berikut.

Tidak seperti derajat yang penulisannya selalu disertai dengan tanda °,
penulisan sudut dalam radian biasanya tidak disertai dengan penanda rad.
Dengan demikian, jika kalian mendapati ukuran sudut yang tidak memiliki
satuan atau penanda, sudut tersebut berarti dinyatakan dalam radian. Sebagai
contoh, ukuran sudut dalam bentuk sin 75° merupakan sudut dalam derajat,
sedangkan sin 75 sudutnya merupakan sudut dalam radian.

Ukuran radian tersebut umumnya digunakan dalam grafik fungsi
trigonometri. Ketika ukuran sudut dalam radian tersebut diganti oleh
variabel dalam fungsi trigonometri, variabel yang digunakan biasanya adalah
x (sebelumnya kita menggunakan variab®l Bagaimana bentuk grafik
fungsi-fungsi trigonometri? Silakan kerjakan aktivitas eksplorasi berikut.

2]
,.ﬁ Eksplorasi

Menggambar Grafik y = sin x dany = cos x

Di dalam aktivitas eksplorasi ini, kalian akan menggambar dan menganalisis
grafik fungsiy = sinx dany = cosx. Sebelum itu, ingat dalam Sifat 5.1 bahwa
sink - 360° +)) = sin \ dan co - 360° +\) = cos\. Hal ini dapat dituliskan
kembali menjadi sir - 360° ) = sinx dan cos - 360° «) = cosx. Dengan
kata lain, nilai fungsi sirk dan cosx tersebut berulang setiap 360° atad 2
Dengan demikian, kita dapat mengatakan bahwa furygsisinx dany = cos

x periodik dengan periode 360° atad 2

Selanjutnya, ikuti langkah-langkah berikut ini untuk menggambar grafik
y = sinx dany = COSX.
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1. Lengkapi tabel berikut dengan nilai-nilai funggi= sinx dany = cosx
dalam satu periodenya.

x 1% slslz || 9|

sin X

COSX

2. 'HQJDQ PHQJIJXQDNDQ WDEHO SDGD ERQZLDQ JD
sinxdany=cosx GDODP VDWX SHULRGHQKkD \DLWX r O
3. Amplitudo dari suatu fungsi periodik adalah setengah dari nilai
PDNVLPXP GLNXUDQJL QLODL PLQLPXPQ\D %HUG
kalian gambar di bagian 2, tentukan amplitudo dar sinx dany = cos
X.

Melalui aktivitas eksplorasi sebelumnya, kalian telah mengetahui grafik

fungsiy = sinx dany = cosx. Secara umum, grafik funggi sinx ditunjukkan

pada Gambar 5.11. Grafik fungsi tersebut memiliki periode 360° athu 2
Meskipun demikian, grafiknya dapat diperpanjang ke kiri dan ke kanan

karena daerah asal fungsi ini adalah himpunan semua bilangan real. Karena

nilai maksimum dan minimumnya secara berturut-turut adalah 1 dan -1,
amplitudonya adalah (1 — (-1))/2 = 1. Implikasi lainnya, daerah hasil fyngsi
=sinxadalahny _ Ey O ° 6HODLQ LWX NLWD GDSDW PHQF
fungsi tersebut simetris terhadap titik asal.

y

14 y =sin x
/L x
- Ao \/ﬁ 3 \/1

|—— Periode2 —‘

Gambar 5.11 +V E Pu@ysiy = sinx
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Grafik fungsiy = cosx ditunjukkan pada gambar 5.12. Periode dan amplitudo
fungsi ini sama dengan periode dan amplitudo fungsi sinx. Periodenya

r DWDX q GDQ DPSOLWXGRQ\D 6HODLQ LWX
himpunan semua bilangan real dan daerah hagil { Ey O Fungsiy =
cosx simetris terhadap sumbw.

TN
{_/_1”0\/2

|—— Periode —‘

Gambar 5.12 + V E Fu@ygsi y = cos X
Lalu, bagaimana dengan grafik fungsF tanx? Dengan menggunakan Sifat
5.1, yaitu tan(180%:+ \) = tan \, fungsiy = tanx memiliki periode 180° atau
d Dengan menentukan nilai-nilai fungsinya, kalian akan melihat bahwa
fungsi ini tidak terdefinisi ketikax = d q g d2 k- d Dengan
demikian, daerah asal fungsi ini adalak [{x Od2+ N dintuk k bilangan
E X OMxa¥vah hasil fungsy = tanx adalah himpunan semua bilangan real.
Grafik fungsiy = tanx diperlihatkan pada Gambar 5.13 berikut ini.

—

3 T

Periode

Gambar 5.13 +V E Fufigsiy = tan x
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Sekarang, mungkin kalian bertanya-tanya, apakah amplitudo dan periode
fungsi-fungsi trigonometri dapat berubah-ubah? Jawaban pertanyaan ini
dipaparkan dalam Sifat 5.3 berikut.

TMJIEX

Amplitudo dan Periode
Untuk fungsi-fungsi yang berbentuk=asinbxdany =acosbx, amplitudonya

adalah p | dan periodenya adalaﬂwq atau |2—|

Untuk fungsi-fungsi yang berbentuk=atanbx, amplitudonya tidak ada dan

: S
perlodenya—q atau - .

b b
Aktivitas Interaktif

Untuk lebih memahami mengenai grafik fungsi trigonometri beserta dengan
amplitudo dan periodenya, perhatikan Contoh 5.3 berikut.

'SRXSL

Mensketsa + V E #udgsi Trigonometri
Tentukan amplitudo, jika ada, dan periode dayi= 3 sin x dan

— , kemudian sketsalah grafik kedua fungsi tersebut.
Alternatif Penyelesaian

Amplitudo dari fungsiy = 3 sinx adalah | 3| =3, periodenya adalatl?=
2d Grafik fungsi ini ditunjukkan oleh Gambar 5.14 berikut.
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I I I I 1 X
- 0__ 3
Gambar 5.14 +V E ¥+ sinx
Fungsi — tidak memiliki amplitudo dan periodenyTaT|
. Grafik fungsi ini diperlihatkan pada Gambar 5.15 berikut.
y
11
) % % — X
-3 =2 - 0 2 3

Gambar 5.15 +VE % O -

Sketsalah grafily = sin X dany = -2 cox.

Fungsi trigonometri yang telah kalian pelajari memiliki kegunaan untuk
memodelkan dan memprakirakan ketinggian pasang surut air laut. Untuk
mengetahuinya, baca kolom Matematika dan Sains berikut ini.
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és Matematik dan Sains

Gelombang Pasut Menyelamatkan Kapal yang Tersangkut

Gambar 5.16 Sebuah Kapal Tersangkut di Terusan Suez.
Sumber:K ?:£eol.jsc.nasgov/

Pada Maret 2021, dunia digemparkan dengan berita kapal Ever Given
yang tersangkut di Terusan Suez (lihat Gambar 5.16). Tersangkutnya kapal
tersebut menghalangi kapal-kapal lain menggunakan Terusan Suez untuk
keperluan perdagangan. Tak ayal, kejadian ini untuk sementara waktu
mengganggu aktivitas ekonomi global. Setelah enam hari, kapal tersebut
akhirnya dapat diselamatkan dan aktivitas transportasi di Terusan Suez
dapat berjalan dengan normal kembali. Tahukah kalian, fenomena alam
apa yang membantu proses penyelamatan kapal tersebut? Fenomena alam
tersebut adalah gelombang pasang surut air laut.

Gelombang pasang terjadi karena adanya gaya gravitasi yang disebabkan
oleh bulan dan matahari. Gaya gravitasi tersebut dapat menarik perairan
sehingga permukaan airnya lebih tinggi dari biasanya. Kejadian alam ini
menyebabkan perairan di belahan dunia lain menjadi surut. Karena setiap
waktunya bulan berevolusi mengelilingi bumi, ketinggian permukaan
di suatu perairan juga mengalami pasang surut secara periodik. Sebagai
ilustrasi, Gambar 5.15 berikut menyajikan ketinggian permukaan perairan di
Port Said (ujung utara Terusan Suez) ketika kapal Ever Given diselamatkan.
Data yang digunakan pada Gambar 5.17 tersebut diperoleh dari situs web
pasanglaut.com.
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Ketinggian (m)
2 —

1 09.59 22.25
0 _\/\/\
T T | T T | T T | T T | T T | T T | T T | T T | Waktu
00.00 06.00 12.00 18.00 24.00

Gambar 5.17 Ketinggian Permukaan Air Laut di Port Said

Apakah kalian familier dengan pola ketinggian permukaan air yang
ditunjukkan pada Gambar 5.15? Pola tersebut memiliki ketinggian maksimum
dan minimum secara periodik. Hal ini mirip dengan karakteristik fungsi sinus
dan cosinus yang kalian pelajari di subbab ini. Oleh karena itu, kedua fungsi
ini sangat bermanfaat untuk memodelkan fenomena pasang surut air laut.
USSR
Setelah kalian membaca penggunaan fungsi trigopnometri dalam Matematika
dan Sains di atas, sekarang cermati Contoh 5.4 berikut.

'SRXSL

Penerapan Fungsi Trigonometri

Pada suatu hari, ketinggian permukaan air Teluk Kupang 0,4 m di atas
rata-rata permukaan airnya ketika pasang dan menjadi 0,4 di bawah rata-
rata ketika surut. Pada hari itu, teluk ini mengalami dua kali pasang dan
dua kali surut. Pada pukul 00.00, ketinggian permukaan air pada teluk
ini sama dengan ketinggian rata-ratanya. Grafik ketinggian (dalam m)
permukaan air Teluk Kupang tersebut setiagam setelah pukul 00.00
digambarkan pada Gambar 5.18 berikut.
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— #meww#/x
3 4\% 5 W4
0,5

Gambar 5.18 Ketinggian Permukaan Air Teluk Kupang
a). Carilah fungsiy = a sin bx yang memodelkan ketinggian permukaan air
Teluk Kupang setiap waktunya.

b). Dengan menggunakan fungsi pada bagian (a), perkirakan ketinggian
permukaan air teluk tersebut pada pukul 16.00.

Alternatif Penyelesaian

a). Berdasarkan informasi dari soal dan grafik pada Gambar 5.18, kita dapat
melihat bahwa amplitudo fungsi adalah 0,4 dan periodenya adalah 12.
Dengan demikian, fungsi yang memodelkan ketinggian air Teluk Kupang
setiap waktunya adalah sebagai berikut.

b). Dengan mensubstitusikar = 16, kita memperoleh nilai fungsi sebagai
berikut.

y — - -~ -

Jadi, ketinggian permukaan air Teluk Kupang pada pukul 16.00 adalah sekitar
0,35 m di atas tinggi rata-ratanya.

Ketika bulan sabit di awal Juni 2021, selisih ketinggian antara permukaan
air pasang dan surut laut Kota Ambon adalah 0,9 m. Pada saat itu, pasang
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laut terjadi tengah malam, yaitu pukul 00.00, dan tengah hari, yaitu pukul
12.00. Ketinggian permukaan laut terhadap ketinggian rata-rata sgtjam
setelah tengah malam direpresentasikan pada Gambar 5.19 berikut.

y
I\ /
+————+ +————+ +———— +——+ X
0 6 9 12 18 21 24
_0,5 1

Gambar 5.19 Ketinggian Permukaan Air Laut Kota Ambon

a). Tentukan fungsy =acosbxyang grafiknya ditunjukkan pada Gambar 5.19.

b). Perkirakan ketinggian permukaan laut di Kota Ambon pada pukul 07.00.
ISR
Ketinggian permukaan air Teluk Kupang pada Contoh 5.4 diukur dari
ketinggian rata-rata permukaan airnya. Tahukah kalian bahwa ada cara lain
melakukannya? Cara lain untuk mengukur ketinggian tersebut adalah
menggunakan surutan peta. Surutan peta ini merupakan permukaan
terendah massa air yang digunakan sebagai acuan dalam pengukuran
kedalaman di peta. Jika acuan pengukurannya menggunakan surutan peta,
ketinggian permukaan Teluk Kupang ditunjukkan pada Gambar 5.20 berikut.

-0,5

Gambar 5.20 Ketinggian Permukaan Air Teluk Kupang terhadap Surutan Peta
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Grafik yang ditunjukkan pada Gambar 5.20 tersebut memiliki persamaan

fungsi . Garis putus-putus pada gambar 5.20 disebut garis
tengah dari fungsi trigopnometri tersebut. Garis tengah tersebut memiliki
persamaaly = 1,1. Jika kalian cermati persamaan garis tengah ini, apakah ada

hubungannya dengan persamaan fungsi trigonometri ?

TMJEX

Garis Tengah
Fungsi trigonometri yang berbentuk=a sin(x) + ¢, y =a cospx) +c, dany
= atan(x) +cmemiliki garis tengah dengan persamaan c.

Garis tengah yang dipaparkan pada Sifat 5.4 tersebut berguna untuk
mensketsa atau menganalisis grafik fungsi-fungsi trigonometri.

Fungsi Trigonometri

Kerjakan soal-soal latihan berikut dengan tepat!

Pemahaman Konsep

1. Benar atau Salaldika sudut\berada dalam posisi baku dan sisi akhirnya
melalui titik (=2, 5), maka nilai tant = —2/5.

Benar atau Salaldika nilai sin\ = 1/3, maka\ berada pada kuadran 1.
Untuk sebarang sudut 1 —sid \= . ..

SHULRGH JWUD=tdnx Adalal L. .

*UD-N | xQadafbx memilikiamplitudo . .. dan periode . ...

abrwn

Penerapan Konsep
6. TitikPdan titik Qberada pada lingkaran satuan seperti yang ditunjukkan
pada Gambar 5.21.
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LN | LN
_/ N

-210°

Gambar 5.21 Titik P dan Q pada Lingkaran Satuan
Tentukan koordinat titikP dan titik Q tersebut.

Tentukan nilai sin(-30°), cos 225°, dan tan 870°.
Jika— dan tan\ = =3, tentukan nilai sin\dan cos\.

Buktikan bahwa

© © N

10. Tentukan amplitudo, jika ada, dan periode fungsi-fungsi berikut,
NHPXGLDQ VNHWVDODK JUD-NQ\D
a). -
b).

11. 7TRJDU GDQ 'RQD PHQJJDPEDU -JUdan Kadiky@ J V L
diperlihatkan pada Gambar 5.22. Siapakah yang paling tepat? Jelaskan

alasannya.
y y
2 4
X% § ; § ;2 K ;x 0 ‘ 2 X
-1+ -1+
2+ -2

Togar Dona

Gambar 5.22 Hasil Pengerjaan Togar dan Dona
12. Sebuah pelampung pendanda di suatu pantai bergerak naik turun
mengikuti ombak. Jarak antara posisi tertinggi dan terendah pelampung
tersebut adalah 1,6 m. Pelampung tersebut bergerak dari posisi tertinggi
ke posisi terendah setiap 4 detik.
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13.

14.

a). Anggap bahwa, ketika O detik, posisi awal pelampung tersebut tepat
di tengah-tengah, kemudian bergerak ke atas menuiju titik tertinggi.
Carilah fungsi yang memodelkan ketinggian pelampung tersebut
setiap detiknya.

b). Sketsalah grafik dari fungsi yang diperoleh di bagian (a).

c). Tentukan posisi pelampung tersebut 9 detik setelah posisi awalnya.

Sebuah kincir ria berdiameter 50 m dan membutuhkan waktu 15 menit
untuk berputar satu putaran. Putaran kincir ria ini berlawanan arah
putaran jarum jam.

a). Jika seseorang mula-mula berada di puncak kincir ria tersebut,
nyatakan ketinggian orang tersebut terhadap titik pusat kincir ria
itu setiap menitnya.

b). Tentukan ketinggian orang tersebut ketika kincir ria berputar selama
10 menit.

c). Jika titik pusat kincir ria tersebut berada 27 m di atas permukaan
tanah, modelkan ketinggian orang tersebut relatif terhadap
permukaan tanah setiap menitnya.

Seseorang naik kincir ria. Ketinggian (dalam m) orang tersebut terhadap
permukaan tanah setiap menitnya dapat dirumuskan sebagai berikut.

a). Berapakah diameter kincir ria tersebut?

b). Berapa lamakah waktu yang diperlukan kincir ria tersebut untuk
menempuh satu putaran?

c). Jika kincir ria tersebut berputar berkali-kali, sebutkan tiga waktu
yang berbeda ketika orang tersebut berada di titik tertinggi kincir
ria itu.
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B. Fungsi Logaritma )

Mengapa kita harus selalu di rumah selama pandemi Covid-19?
Tepat tanggal 2 Maret 2020, Presiden
Joko Widodo mengumumkan ter-
konfirmasi dua orang terpapar
Covid-19. Sejak saat itu, pembatasan
kegiatan di luar rumah secara besar-
besaran diberlakukan. Tujuannya
Gambar5.23. -RJSKVEYO :MVYW §ak! menekan penyebaran virus
Covid-19 yang berkembang dengan pesat. Pemerintah terus berupaya untuk
menekan penyebaran Covid-19 dengan mengimbau setiap orang untuk bisa
menjaga jarak ketika berinteraksi dan selalu menjaga protokol kesehatan
saat keluar rumah. Mungkin banyak yang bertanya, mengapa harus menjaga
jarak saat berinteraksi dengan orang lain? Mengapa harus tetap berada di
rumah dan tidak berpergian untuk hal yang tidak penting? Bagaimana
penyebaran virus Covid-19 itu sebenarnya? Fungsi logaritma yang akan
kita bahas pada subbab ini dapat digunakan untuk memberikan sebagian
jawaban dari pertanyaan tersebut. Untuk itu, mari, pelajari subbab ini dengan
sungguh-sungguh.

1. Konsep Fungsi Logaritma

Di kelas X, kalian telah mempelajari tentang fungsi eksponensial dan bentuk
logaritma. Logaritma dianggap sebagai balikan dari bentuk eksponensial.
Seperti yang telah kalian ketahui, bahwa fungsi eksponensial telah banyak
diaplikasikan dalam berbagai hal di antaranya pemodelan pertumbuhan
bakteri. Pada subbab ini, kita akan mempelajari pemodelan dari fungsi
logaritma. Namun, sebelum itu, mari, kalian kerjakan aktivitas eksplorasi
berikut.
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4Q Eksplorasi

Penyebaran Virus Covid-19

Misalkan, virus Covid-19 akan menular setiap 2 orang bertemu jika salah
seorang di antaranya sudah terpapar Covid-19. Jika padatanggal 2 Maret 2020
terdapat 2 orang yang terpapar Covid-19 di Indonesia dan dalam 60 hari kasus
terkonfirmasi terpapar Covid-19 sebanyak 10.118 orang. Dari pemodelan
yang menggunakan fungsi eksponensial, diperoleh banyaknya orang yang

terpapar Covid-19 setiap saat waktadalah

Gunakan fungsi tersebut untuk menjawab pertanyaan-pertanyaan
berikut.

1. Berapakah waktu yang diperkirakan akan ada 50.000 orang yang
terinveksi virus Covid-19?

2. Dapatkah kalian membuat suatu fungsi yang memodelkan waktu
yang dibutuhkan terhadap banyaknya orang yang terpapar Covid-19?
Bagaimana fungsinya?

USSR

Di aktivitas eksplorasi sebelumnya, kalian telah melihat bahwa perlu suatu

fungsi yang “membalik” apa yang dilakukan oleh pemodelan fungsi

eksponensialFungsi balikan demikian dinamakdnngsi logaritmaKarena
bentuk logaritma merupakan balikan (invers) dari bentuk eksponensial,
fungsi logaritma merupakan invers dari fungsi eksponensial. Secara umum,
pendefinisian fungsi logaritma dinyatakan sebagai berikut.

(1%RMWM

Notasi Fungsi Logaritma

Misalkanb adalah bilangan positif dengamO Fungsi logaritma dengan
basisb dinotasikan dengaflog dan dinyatakan sebagai

untuk setiapx 0.

Pada beberapa buku lainnya, fungsi logaritma mungkin saja dinotasikan
dalam bentuk . Namun, dalam buku ini, kita akan menggunakan
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bentuk untuk menyatakan fungsi logaritma. Fungsi logaritma
yang basisnya 10 disebuungsi logaritma umum Untuk menuliskan
logaritma umum, kita dapat menghilangkan basisnya, misalkan

%0g 100 = log 100.

Adapun logaritma dengan basslengan nilaemendekati 2,7183 disebut
fungsi logaritma alamdan dinotasikan dengan x X, yaitu

In x =9og X.

Di kelas X, kalian telah mempelajari keterkaitan antara bentuk
eksponensial dan logaritma, yakni sebagai berikut

Keterkaitan tersebut akan banyak dimanfaatkan dalam membahas
keterkaitan antara fungsi logaritma dan fungsi eksponensial. Untuk lebih
memahami fungsi logaritma, perhatikan contoh berikut.

'SRXSL

Fungsi Logaritma

]

Diberikan fungsi logaritma . Tentukan nilai dari

@ f(3) (b)f (81)

Alternatif Penyelesaian
Kita dapat menyelesaikan soal ini dengan menggunakan definisi fungsi
logaritma, yaitullog x =y berartib’ = x.

a). f(3)=%og 3 =1 karena’3= 3.
b). f(81) =flog 81 = 4 karena*3- 81.
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Diberikan fungsi logaritma B . Tentukan nilai dari

@ — (b) f —

Kalian telah mempelajari bentuk dari fungsi logaritma. Selanjutnya, kalian
akan mempelajari bagaimana karakteristik dari fungsi logaritma.
Karakteristik fungsi logaritma dapat diketahui dengan mudah jika kita
menggambar grafiknya. Untuk itu, kegiatan eksplorasi berikut mengajak
kalian untuk menggambar grafik fungsi logaritma dengan plot titik-titik.

%]
4@ Eksplorasi

Grafik Fungsi Logaritma

Tujuan kegiatan eksplorasi ini ialah untuk menggambar grafik fungsi
logaritma. Dengan demikian, kalian akan mengetahui karakteristik fungsi
tersebut. Fungsi yang akan kita gambar grafiknya ialah

f (X) =%0g x
Untuk menggambar grafik fungsi tersebut, lakukan langkah-langkah berikut.

1. Lengkapi tabel berikut, yaitu untuk setiap nilaiyang diberikan pada
baris pertama, tentukan nildi(x) pada baris kedua.

X — — — 1 2 4 8

f(x)

2. Berdasarkan langkah 1, titik-titik f (X) untuk nilai x yang diberikan
DGDODK®P
3. Plotlah titik-titik yang kalian temukan pada langkah 2 di Gambar 5.24
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21 [—
31 [ [
) Gambar 5.24 Bidang Koordinat
4. Berdasarkan informasi yang kalian peroleh pada langkah 2 dan 3,
VNHWVDODK §M)B“NHg kx&la Widang koordinat di Gambar
5.24

5. $PDWL NHPEDOL JUD-N IXQJVL ORJDULWPD \DQJ E
Bagaimana karakteristiknya?

Di kegiatan eksplorasi sebelumnya, kalian telah menggambar grafik fungsi
logaritma dengan basis lebih dari 1. Pada Contoh 5.6 berikut, kalian akan
berlatih menggambar grafik fungsi logaritma dengan basis di antara O dan 1.

'SRXSL

Menggambar + V E #u@gsi Logaritma
Sketsalah grafik fungsi

Alternatif Penyelesaian

Kita akan mensketsa grafik fungs$i(x) = *log x dengan terlebih dahulu
membuat tabel nilai-nilai fungsf (x) untuk x yang diberikan. Agar lebih
mudah untuk mengambar grafik fungsi logaritma, kita pilih nilai-nilai
sehingga nilai darf (x) bilangan bulat.

X 3 F 3 1 3t 32 3

f(x) -3 -2 -1 0 1 2 3

Selanjutnya, gambar titik-titik yang dihasilkan pada tabel tersebut dan
hubungkan titik-titik tersebut dengan kurva halus untuk mendapatkan
grafik f seperti yang diperlihatkan pada gambar 5.25.
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Gambar 5.25 +V E Fufgsi

Sketsalah grafik fungsi

IS
Sampai di sini, kalian telah mempelajari cara menggambar grafik dari fungsi
logaritma untuk basis lebih dari 1 dan basis di antara 0 dan 1. Grafik fungsi
logaritma dengan basis lebih dari 1 mempunyai beberapa kesamaan dan
beberapa perbedaan dengan grafik fungsi logaritma dengan basis berada di
antara 0 dan 1. Perbedaan dan persamaan kedua grafik fungsi tersebut jika
dilihat dari gambar grafiknya dapat dinyatakan dalam sifat berikut.

TMJIEX

Karakteristik Fungsi Logaritma

XA
log x

f()

all

g(¥) ‘logx
0 a1l

(1,0)

Y

Gambar 5.26 Grafik Fungsi Logaritma
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Misalkan, diberikan fungsi untuk a > 1 dan
untuk a . Berdasarkan ilustrasi grafik fungsi di atas pada Gambar
5.26 diperoleh persamaan karakteristik dadan sebagai berikut.

a). Daerah asdldan adalah himpunan semua bilangan real positif.

b). Daerah hasildan adalah himpunan semua bilangan real.

c). Fungsif dan grafiknya memotong sumbu X di titik (1, 0), tetapi
tidak memotong sumbu ¥

d). Grafik fungsif dan mendekati, tetapi tidak menyentuh sumbuy—
Dengan demikian, sumbuY-(ataux = 0) merupakan asimtot tegak
darif dan .

Perbedaan karakteristik fungédan yaknif adalah fungsi monoton
naik, sedangkan fungsi monoton turun.

Dari Contoh 5.6 sebelumnya, kalian telah melihat grafik fungsi logaritma.
Untuk melakukan penyelidikan lebih jauh tentang grafik fungsi logaritma,
kunjungi tautan aktivitas interaktif berikut.

Aktivitas Interaktif

Kunjungi aktivitas interaktif ini untuk mempelajari api [=] _1'5_:-._
.'.. .....¢. i‘ 4

tautan berikut.

https://www.desmos.com/calculator/b88kfy2b3c

2. ldentitas Fungsi Logaritma

Pada bagian sebelumnya, kalian telah mempelajari karakteristik dari fungsi
logaritma. Di bagian ini, akan diulang kembali sifat-sifat dari logaritma yang
telah kalian pelajari di kelas X. Untuk lebih memahami identitas fungsi
logaritma, mari, kerjakan eksplorasi berikut.
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4ﬁ Eksplorasi

Sifat Logaritma

Tujuan kegiatan eksplorasi ini ialah untuk memperlihatkan kembali sifat-

sifat logaritma yang telah kalian pelajari kelas X. Untuk melakukannya, ikuti

langkah-langkah berikut.

1. Dapatkah kalian menuliskan bentuk yang setara dari logarittag(MN)
dengan memanfaatkan identitas perkalian eksponen, ya#knip® = bm*

"GDQ GH-QLVL ORJDULWPD"
2. Dapatkah kalian menuliskan bentuk yang setara dari logaritma

dengan memanfaatkan pembagian eksponen, yakni untukb O "

3. Dapatkah kalian menuliskan bentuk yang setara dari logarittog(MP)
dengan memanfaatkan identitas eksponef){ = b™?

Berdasarkan eksplorasi sebelumnya yang dilakukan, diperoleh identitas
logaritma sebagai berikut.

TMJEX

Misalkan, b adalah bilangan positif dengabh 1. Misalkan,M, N, danp
sebarang bilangan real dengdh 0 danN 0.

1.

3.

Selain itu, terdapat beberapa identitas logaritma yang telah kalian ketahui di
kelas X, yakni sebagai berikut.
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TMJIEX

Identitas Logaritma
Misalkan,a danb adalah bilangan positif dengan . MisalkanM, N, dan
p sebarang bilangan real dengdh 0 danN O.

1. _

2. Jika , maka

3. Jikab 1dan , maka

4. Jika 1 dan , maka

Kalian sudah mengetahui sifat-sifat dari fungsi logaritma. Untuk memahami
lebih dalam sifat-sifat tersebut, amati contoh berikut.

'SRXSL

Identitas Fungsi Logaritma
Dengan memanfaatkan identitas fungsi logaritma, selesaikan soal berikut.

a). Jika maka tentukan nilay sehinggéet f
b). Jika 8 dan nilai darif | , tentukanf

Alternatif Penyelesaian

a). Karena , diperoleh 89=10. Akibatnya,
y _—
b). f

Dengan memanfaatkan identitas fungsi logaritma, selesaikan soal berikut.

a). Jika maka tentukan nilay sehinggaf f

b). Jika 2 dan nilai dari f , tentukan f
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5v |i' Mari Mengomunikasikan
A

Kalian telah mengetahui beberapa identitas fungsi logaritma. Berikan
pendapat kalian, bagaimana identitas pada Sifat 5.7 berikut berlaku?

re e s e e e e s s s e e e e e s s A e e e e e e e e e e S s |

Pemodelan Fungsi Logaritma

Di awal subbab, kalian telah melakukan suatu aktivitas eksplorasi yang
menarik. Eksplorasi yang menuntun kita untuk memahami pentingnya
belajar logaritma. Fungsi logaritma banyak dimanfaatkan dalam berbagai
penerapan kehidupan sehari-hari. Salah satu kegunaannya ialah memprediksi
penyebaran virus Covid-19, seperti pada contoh berikut.

'SRXSL

Penyebaran Virus Covid-19

Pada pengantar subbab ini, sudah dijelaskan bahwa dalam upaya untuk
menekan penyebaran virus Covid-19, setiap orang diharapkan membatasi
interaksi secara langsung dengan orang lain. Mengapa? Misalkan, virus
Covid-19 akan mampu membelah diri dalam setiap 30 menit di tenggorokan
orang yang terinfeksi Covid-19. Jika awalnya terdapat 2 virus Covid-19,
lama waktu t (dalam jam) yang dibutuhkan virus Covid-19 untuk menjadi
sebanyalN ditentukan dengan rumus berikut.

Berapa lama waktu yang dibutuhkan virus Covid-19 untuk berkembang
menjadi satu juta virus?

Alternatif Penyelesaian
Perhatikan bahwa waktu yang dibutuhkan untuk virus Covid-19 menjadi
sebanyak satu juta virus Covid-19 adalah

t jam.
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Jadi, dalam waktu 38 jam, virus Covid-19 akan berkembang menjadi 1 juta
virus. Agar dapat menekan penyebaran virus Covid-19, kalian harus tetap
selalu berada di rumah.

Dengan memanfaatkan bentuk model fungsi logaritma tentang pertumbuhan
virus Covid-19 pada Contoh 5.8, berapa banyak virus Covid-19 dalam waktu
30 hari?

éb Matematika dan Sains

Kekuatan Kata Sandi

Pada Bab I, kalian telah belajar bagaimana cara membuat kata sandi dengan
memanfaatkan matriks. Namun, seberapa kuatkah kata sandi yang dibuat
tersebut?

Kekuatan suatu kata sandi diukur dari ukuran efektivitas kata sandi
terhadap serangan tebak-tebakan abaute forceBrute forcadalah perkiraan
berapa banyak percobaan yang dibutuhkan seseorang yang tidak memiliki
akses langsung ke kata sandi tersebut dan rata-rata untuk menebaknya
dengan benar suatu kata sandi tersebut.

Kata sandi acak terdiri atas serangkaian simbol dengan panjang tertentu.
Simbol tersebut diambil dari kumpulan simbol-simbol menggunakan proses
pemilihan acak di mana setiap simbol memiliki kemungkinan yang sama
untuk terpilih.

Sebuah sandi yang dihasilkan oleh proses yang secara acak dalam
pemilihan string simbol dengan panjang dari sekumpulanN simbol
yang mungkin, maka jumlah kemungkinan kata sandi didapatkan dengan
menaikkan jumlah simbol ke pangkéat yaitu N-. MeningkatkanL atau N
akan memperkuat kata sandi yang dihasilkan. Kekuatan kata sandi acak yang
diukur dengan entropi informasi hanyalah logaritma basis 2 dari jumlah
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kata sandi yang mungkin. Asumsi setiap simbol dalam kata sandi dihasilkan
secara independen. Jadi, entropi informasi sandi athkdiberikan oleh
rumus:

N adalah jumlah simbol yang mungkin dan adalah jumlah simbol
dalam kata sandi daH diukur dalam bit.

Makin besar nilai dari entropiH), akan makin kuat kata santi tersebut.
Misalnya, kata sandi dengan entropi 4 bit akan membutuhkdr{18)
percobaan untuk menghabiskan semua kemungkinan tebak-tebakkan
pencarian kata sandi tersebut.

SumberK?SV. ~ HQ ZLNLSHGLD RUJ ZLNL 3DVVZRUGBVYV

e S e E e e e SRR e e e e e e S A e e s s S R e e e e s e e ey |

'SRXSL

Kekuatan Kata Sandi

Sebuah kata sandi yang terdiri atas 3 angka yang dipilih dari O, 1, 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8, 9 akan dibentuk. Berapa besaropikata sandi tersebut?
Berapa banyak percobaan yang dibutuhkan untuk menghabiskan semua
kemungkinan pencarian kata sandi tersebut?

Alternatif Penyelesaian
Karena simbol yang tersedia ada N 10) dan panjang kata sandi terdiri

atas 3 angka£3), entropi dari kata sandi tersebut adaldh ——

bit. Dengan demikian, banyaknya percarian yang dibutuhkan untuk
menghabiskan semua kemungkinan adal&ff2 | SHUFREDDQ

Sebuah kata sandi yang terdiri atas tiga huruf akan dibentuk. Berapa besar
entropi kata sandi tersebut? Berapa banyak percobaan yang dibutuhkan
untuk menghabiskan semua kemungkinan pencarian kata sandi tersebut?
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Sekarang, kita akan melihat pemodelan dari fungsi logaritma yang
dimanfaatkan dalam bidang lainnya. Pemodelan fungsi logaritma juga
dimanfaatkan dalam menentukan besarnya kekuatan suatu geiakam
skala Richter, besarnya gempa bumi dengan intensitas | dapat ditentukan
dengan rumus berikut.

denganl, adalah intensitas dari suatu gempa yang hampir tidak terasa (tingkat
nol). Untuk lebih memahami bagaimana pemodelan suatu fungsi logaritma
dalam menentukan kekuatan suatu gempa, perhatikan contoh berikut.

'SRXSL

Skala Richter

Gempa bumi yang terjadi di Haiti pada tahun 2010 memiliki intensitas
10 dibandingkan gempa bumi tingkat nol. Berapa skala Richer kekuatan
gempa tersebut?

Alternatif Penyelesaian
Karena intensitas gempanya “Ikali daripada gempa tingkat nol, maka=
101, Dengan demikian,

I Rumus besar gempa bumi dalam skala
R — .
Richter

— Substitusil denganl

7 Sifat dasar logaritmé8og a = x

Jadi, gempa bumi di Haiti pada tahun 2010 tersebut memiliki kekuatan 7
skala Richter.

Gempa bumi yang mengakibatkan tsunami di Samudra Hindia pada tanggal
26 Desember 2004 memiliki intensitag3Kali dibandingkan gempa bumi
tingkat nol. Berapa skala Richter besar gempa tersebut?
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Fungsi logaritma dengan basglogaritma alami) yang telah kalian ketahui
sebelumnya juga dapat digunakan untuk menyelesaikan permasalahan
di sekitar kita, salah satunya permasalahan pengisian daya baterai. Jika
C, adalah daya maksimum yang dapat disimpan oleh suatu baterakdan
adalah konstanta positif yang bergantung pada baterai tersebut dan pengisi
dayanya, lamanya waktu (dalam menit) yang diperlukan untuk mengisi daya
baterai tersebut dapat ditentukan dengan rumus berikut.

Gunakan rumus ini untuk menyelesaikan permasalahan dalam Contoh 5.11
berikut.

'SRXSL

Mengisi Daya Baterai
Tentukan waktu yang diperlukan untuk mengisi daya baterai yang
dayanya kosong menjadi 90% penuh. Anggap0,02.

Alternatif Penyelesaian
Karena baterai tersebut akan diisi dayanya sampai 90% penuh, @aka
90%, = 0,%,. Dengan demikian,

Rumus waktu pengisian daya
t - o baterai

— — SubstitusiC = 0,%, dank = 0,02

| Hitung dengan kalkulator

Jadi, waktu pengisian daya tersebut ialah sekitar 115 menit.
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Berapa menit waktu yang diperlukan untuk mengisi daya baterai yang
sepenuhnya kosong agar baterai tersebut menjadi 80% penuh? Akggap
0,025.

ae e s s e e e e s e s e S e e e s s s e e e e e A e e e e e ey |

Selain untuk pemodelan pertumbuhan, fungsi logaritma juga digunakan
untuk pemodelan peluruhan/penurunan dengan formula

denganH (t) nilai pada saat waktt

Untuk lebih memahami bagaimana pemodelan suatu fungsi logaritma
terhadap penurunan suatu nilai, perhatikan contoh berikut.

'SRXSL

Harga Jual Mobil

Pada setiap saat, harga sebuah mobil setelah digunakan tidak sebanding
dengan harga saat itu. Jika harga mobil baru adalah 200 juta rupiah dan

setelah 5 tahun menjadi 100 juta rupiah, tentukan harga mobil setelah 10

tahun digunakan.

Alternatif Penyelesaian
Perhatikan bahwad (0)=200 juta dahl (5)=100 juta. Akibatnya, diperoleh

, maka

maka e . Akibatnya, — dan —.

Dari hasil tersebut, diperoleh harga mobil setiap daadalah

Jadi, harga mobil setelah 10 tahun digunakan adalah
yaitu sekitar Rp35 juta.
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Setelah berapa tahun penggunaan mobil tersebut tidak akan mempunyai
nilai jual lagi?

ae e s e e e e s s s e e e e s s s e e e e s e S e e ey |

Fungsi Logaritma

Kerjakan latihan berikut dengan benar

Pemahaman Konsep

1.
2.

5.

Fungst (x) = Inx memiliki daerah asal . . . dan daerah hasil . . . .
Fungsi logaritmd (x) =°%log x memiliki basis . . . . Dengan demikidr{])
=...f(®)=...,dah(25) =....

6NHWVDODK JUD-N IXQ JVehtukan daerah asal, daerah
hasil, danasimtd tegaknya.

Logaritma hasil bagi dari dua bilangan sama dengan . . . dari logaritma
kedua bilangan tersebut. Oleh karena itu,

Benar atau Salaldika , maka

Penerapan Konsep

6.

Membandingkan Intensitas Gempa. Tanggal 26 Desember 2004,
terjadi gempa bumi di lepas pantai Aceh dengan kekuatan 9,3 skala
Richter. Sekitar 13 tahun berikutnya, Tasikmalaya juga diguncang gempa
bumi dengan kekuatan 7,3 skala Richter. Berapa kali lipat intensitas
gempa bumi yang terjadi di Tasikmalaya dibandingkan dengan gempa
yang terjadi di Aceh?
PH Jus Jeruk. Jika segelas jus jeruk mempunyai ion hidrogennya

, tentukan nilai pH jus jeruk tersebut.
Tekanan Atmosfer. Karena pengaruh gravitasi, molekul udara lebih
banyak berada di permukaan bumi daripada di tempat yang tinggi.
Akibatnya, tekanan udara akan terus berkurang seiring makin tingginya
suatu tempat. Hubungan antara tekanan uddPa(dalam kPa) dan
ketinggianh (dalam km) dapat dimodelkan sebagai berikut.
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Puncak Jayawijaya memiliki ketinggian 4.884 km di atas permukaan laut.
Dengan rumus tersebut, prediksilah tekanan udara di daerah tersebut.
9. Batas Aman Tekanan Atmosfer. Menurut Harry George Armstrong,
daerah yang cocok terhadap tubuh manusia adalah daerah dengan
ketinggian maksimum 14,9 km di atas permukaan laut. Berapa tekanan
atmosfer yang masih dapat diterima manusia?
10. Perkembangbiakan Bakteri . Suatu jenis bakteri membelah diri setiap
2 jam. Jika sebuah koloni bakteri tersebut awalnya terdiri atas 50 bakteri,
waktu t (dalam jam) yang diperlukan agar banyaknya bakteri tersebut
menjadiN dapat ditentukan dengan rumus berikut.

/

Tentukan waktu yang diperlukan agar dalam koloni tersebut terdapat
satu juta bakteri.

C. Fungsi Aljabar )
Kalian telah mempelajari fungsi linear dan fungsi kuadrat pada kelas X.
Pada subbab, ini kita akan mempelajari fungsi aljabar lainnya, yaitu fungsi
rasional dan fungsi akar.

1. Fungsi Rasional
Untuk memahami konsep fungsi rasional, perhatikan ilustrasi permasalahan
berikut.

Petrus akan membuat kandang berbentuk persegi panjang seluas 425m
untuk ayam peliharaannya. Kandang tersebut akan dipagari dengan kawat
harmonika dan akan pasang pintu dengan lebar 1 m seperti pada Gambar 5.27.
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Gambar 5.27 Desain Kandang Ayam
Untuk memodelkan permasalahan tersebut, kalian dapat memperhatikan
penjelasan berikut ini.

Kandang ayam yang akan dibuat berbentuk persegi panjang dengan
luas 425 Karena yang diketahui adalah luas kandang, langkah awal yang
dilakukan adalah memodelkan permasalahan dengan menggunakan rumus
luas persegi panjang untuk menentukan hubungan panjg)glén lebarlj
kandang.

Pemasangan kawat harmonika merupakan permasalahan keliling
sehingga keliling persegi panjands)(dinyatakan sebagai fungsi terhadap
variabelp (atau boleh jugd).

Fungsik(p) tersebut merupakan fungsi rasional.

Fungsi rasional dapat kita ungkapkan sebagai hasil bagi dari dua fungsi
polinomial. Secara umum, fungsi rasional dapat didefinisikan sebagai berikut.
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Fungsi Rasional
Jika P(x) dan Q(x) adalah fungsi polinomial dan —— dengan

z , makaf (x) merupakan fungsi rasional.

Catatan:Selain yang telah dideskripsikan pada Definisi 5.3, kita asumsikan
bahwaP(x) danQ(x) tidak memiliki faktor persekutuan.

Daerah asal fungsi rasional mencakup himpunan bilangan real yang
tidak menyebabkan penyebut bernilai nol. Daerah asal sering disebut
domain Cara menentukan daerah asal dan daerah hasil fungsi rasional dapat
kita lihat pada Contoh 5.13.

'SRXSL

Menentukan Daerah Asal dan Daerah Hasil Fungsi Rasional

Tentukan daerah asal dan daerah hasil dari fungsi —.

Alternatif Penyelesaian

Daerah asal fungsi rasiondéladalah himpunan semua bilangan real yang
tidak membuat penyebutnya sama dengan nol. Untuk menentukan daerah
asal fungsi , hal pertama yang dilakukan adalah menemukan pembuat nol
dari fungsix —-1.

x 1 0 pembuat nolx —1

X 1 jumlahkan dengan 1

Karena pembuat nol dari fungsi -1 adalah 1, daerah asal fungsi
rasionalf adalah himpunan semua bilangan real kecuali 1 atau dapat ditulis

| L

Menentukan daerah hasil fungbadalah sebagai berikut.

. . 1 ) . )
Pertama, kita tulis 1 kemudian kita selesaikan untuk
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1

y L persamaan fungsi rasional
X
y(x-1) =1 kalikan dengarx—1
xy—-y=1 sifat distributif
Xy =y+1 jumlahkan dengary
x 1 bagi dengary
y

! tidak terdefinisi ketikay = 0. Maka, daerah hasil fungsi

adalah \ .

Tentukan daerah asal dan daerah hasil dari fungsi
N N N N N N N N N N N N N N NSNS |

Perhatikan grafik berikut.
y

P 00 A
ot
o
o
~
o

Gambar 5.28 +V E Fufigsi —
.. Dari Gambar 5.28, dapat kita lihat bahwa:
.. grafik fungsif memotong sumbuw di ;

.. grafik fungsif memotong sumbuy di -

.. grafik fungsif tidak melewatix 2;
.. jika nilai x mendekati 2 dari kiri x 2), diperoleh:
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Tabel 5.2 Tabel Nilai Fungsi f jika Nilai x Mendekati 2 dari Kiri

X 19 1,99 1,999 1,9999
y=fX -49 -499 -4999 -49999

Dari Tabel 5.2 dan grafik, terlihat bahwa ketika nikamendekati 2 dari
kiri, nilai y makin kecil atau mendekati negatif tak hingga.

.. Jika nilaix mendekati 2 dari kanarx(>2), diperoleh:
Tabel 5.3 Tabel Nilai Fungsif jika Nilai x Mendekati 2 dari Kanan

X 2,1 2,01 2,001 2,0001
y=f®x 51 501 5001 50001

Dari Tabel 5.3 dan grafik, terlihat bahwa ketika nilamendekati 2 dari
kanan, nilaiy makin besar atau mendekati positif tak hingga.

Grafik fungsif akan terus mendekat ke garis vertiket 2 sehingga garis
x = 2 disebut sebagasimtotvertikal.

.. jika nilai x makin besar, diperoleh:
Tabel 5.4 Tabel Nilai Fungsi f jika Nilai x Semakin Besar

X 100 1000 10000 100000
y=1X 1,05 1,005 1,0005 1,00005

Dari Tabel 5.4 dan grafik, terlihat bahwa ketika nikamakin besar, nilai
y akan mendekati 1.

Jika nilaix makin kecil, diperoleh:
Tabel 5.5 Tabel Nilai Fungsif jika Nilai x Semakin Kecil
X -100 -1000 -10000 -100000
y=1f(X) 0,95 0,995 0,9995 0,99995

Dari Tabel 5.5 dan grafik, terlihat bahwa ketika nikamakin kecil, nilai
y akan mendekati 1.

Grafik fungsif akan terus mendekat ke garis horizontak 1 sehingga
garisy = 1 disebutisimtothorizontal.

Secara umum, definisisimtotvertikal dapat kita tulis sebagai berikut.
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Asimtot Vertikal

Jika grafik fungsif akan terus mendekat ke garis ketika nilai y

mendekati positif tak hingga atay mendekati negatif tak hingga, garis
disebutasimtotvertikal.

Selain asimtot vertikal, ada jenis asimtot lain, yaitu asimtot horizontal. Secara
umum, definisiasimtothorizontal adalah sebagai berikut.

(1%RMW M

Asimtot Horizontal

Jika grafik fungsif akan terus mendekat ke garis ketika nilai x

mendekati positif tak hingga atax mendekati negatif tak hingga, garis
disebutasimtothorizontal

Untuk memahami lebih baik lagi Definisi 5.4 dan 5.5, mari, kita perhatikan
contoh berikut.

'SRXSL

Menentukan Asimtot Vertikal dan Asimtot Horizontal
Tentukan asimtot vertikal daasimtothorizontal dari setiap fungsi berikut.

a. e b. —_— C.

Alternatif Penyelesaian

a. Penyebutk?—9 nol ketikax=+3 dan pembilang tidak memiliki faktor
kembar dengan penyebut sehingga garis—3 danx = 3 adalah asimtot
vertikal fungsif. Jika nilaix mendekati positif tak hingga atau mendekati
negatif tak hingga, maka nilai (x) mendekati nol sehinggasimtot
horizontal fungsif adalah sumbux.

b. Penyebutx —3 bernilai nol ketikax = 3 dan pembilang tidak memiliki
faktor kembar dengan penyebut sehingga gatis 3 adalahasimtot
vertikal fungsig. Jika nilaix mendekati positif tak hingga atau mendekati
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negatif tak hingga, maka nilg(x) tidak mendekati nol. Maka, kita ubah
fungsi tersebut dengan menggunakan pembagian bersusun.
2

X ) X
X
-
Dari hasil pembagian bersusun tersebut, dapat diperoleh

Jika nilai x mendekati positif tak hingga atau mendekati negatif tak

hingga, nilai mendekati nol. Maka, funggi(x) akan mendekati 2
X
sehingga gariy 2 merupakanasimtothorizontal fungsig.

c. Penyebutx 1 bernilai nol ketikax 1 dan pembilang tidak memiliki
faktor kembar dengan penyebut sehingga gaxis 1 adalahasimtot
vertikal fungsih. Jika nilax mendekati positif tak hingga atau mendekati
negatif tak hingga, nilan(x) tidak mendekati nol. Maka, kita ubah fungsi
tersebut dengan menggunakan pembagian bersusun diperoleh

Jika nilaix mendekati positif tak hingga atau mendekati negatif tak hingga ,

nilai mendekati nol. Maka, fungsix) akan mendekatk 6. Namun,
X

garis 6 bukan garis horizontal. Jadi, fungsitidak memiliki asimtot

horizontal.

Tentukanasimtotvertikal dan asimtot horizontal dari setiap fungsi berikut.

a. b. C.

Beberapa fungsi rasional tidak memiliki asimtot vertikal ataupasimtot
horizontal, tetapi memilikasimtotmiring. Asimtotmiring dapat didefinisikan
sebagai berikut.
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Asimtot Miring

Jika grafik fungsif akan terus mendekat ke garis ketika nilaix
mendekati positif tak hingga ataw mendekati negatif tak hingga, maka
garis disebut sebagasimtotMiring.

Pada Contoh 5.14 bagian c), garis 6 bukan garis horizontal. Jadi,
fungsi h tidak memiliki asimtothorizontal, tetapi garis 6 merupakan
asimtotmiring fungsih.

Kalian sudah mempelajari tentang menentukasimtot Asimtot akan
kita gunakan untuk menggambar grafik fungsi rasional.

'SRXSL

Menggambar + V E #uBgsi Rasional

Gambarlah grafik fungsi rasional ———.

Alternatif Penyelesaian
Untuk menggambar grafid dapat kita lakukan langkah-langkah berikut.

1. Titik potong fungsi dengan sumbiX dapat ditentukan dengag = 0.
7LWLN SRWR Q Jdebgan surhboQaiizlah (—1,0).
2. Titik potong fungsi dengan sumbl dapat ditentukan dengam = O.

Titk SRWRQJ JU DdéhgbX iy adalah  — .

3. Penyebu®-4 bernilai nol ketikax=t2 dan pembilang tidak memiliki
faktor kembar dengan penyebut sehingga garis—2 danx =2 adalah
asimtot vertikal fungsif. Jika nilaix mendekati positif tak hingga atau
mendekati negatif tak hingga, maka nila{(x) mendekati nol sehingga
asimtot horizontal fungsf adalah sumbu. Kita gambar asimtot-asimtot
ini dengan menggunakan garis putus-putus.

4. Untuk memudahkan menggambar, kita dapat menentukan titik bantu

yang merupakan pasangan berurutan yang memenuhi ——.

Bab 5 | Fungsi dan Pemodelannya E_I



X -3 | -15| -1 0 1 2,5 3 4
y=f(x) -0,4)029| 0 |-0,25 067 156, 0,8 0,42

5. *DPEDU JUD-N IXQJ3VL

;
|
|
|
|
|
I; | R [ R
3 b Tol_1 ? 3 4 x
|
|
|
|
|
|

|
|
14 :
|
|
|

Gambar5.29 +VE¥%O JYRKWM

Gambarlah grafik fungsi rasional

Fungsi rasional sering digunakan untuk memodelkan atau menyelesaikan
permasalahan di sekitar kita.

éb Matematik dan Sains

Gaya

Dalam kehidupan sehari-hari, kalian pasti pernah mengalami atau menjumpai
kejadian di mana ketika akan berpergian, tetapi kendaraan yang dikendarai
tiba-tiba mogok. Tanpa berpikir panjang, hal yang dilakukan ialah mendorong
kendaraan tersebut sampai ke bengkel. Pada saat mendorong mobil, ternyata
ada gaya yang berlaku yaitu gaya dorong. Fungsi rasional dapat digunakan
untuk memodelkan gaya. Dengan memodelkan fungsi gaya, kalian dapat
mengetahui pengaruh besar gaya terhadap waktu.
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Salah satu penerapan fungsi rasional dapat kalian ketahui dengan melakukan
kegiatan eksplorasi berikut.

2]
4Q Eksplorasi

Penerapan Fungsi Rasional
Melalui kegiatan eksplorasi ini, kalian diajak untuk memahami penerapan
fungsi rasional pada gaya. Perhatikan permasalahan berikut.

Sebuah mobil mempunyai massa 1.200 kg. Mobil tersebut berpindah
sejauh 30 m dari keadaan diam. Jkadalah waktu (detik), untuk melihat
pengaruh waktu terhadap besarnya gaya yang dilakukan terhadap mobil
tersebut adalah sebagai berikut.

a). Tentukan fungsi yang merupakan fungsi besar gaya.
Ingat rumus gaya:

F=ma, dengan dan
Keterangan
F=gaya
a = percepatan
v = kecepatan
t = waktu
m = massa
s=jarak perpindahan
b). Tentukan daerah asal fungdi
c). Apakah fungsi memiliki asimtotvertikal, horisontal, atau miring?
d). Caripasangan berurutan yang merupakan titik bantu untuk menggambar
grafik fungsif !
e). Gambarlah grafik fungs$i!
% Amati grafik fungsif yang kalian gambar, kemudian interpretasikan
hasil pengamatan kalian.

Dari kegiatan eksplorasi tersebut, kalian dapat menginterpretasikan grafik
fungsi besar gaya. Pada buku ini, selain pada bidang fisika, penerapan fungsi
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rasional juga dapat kita jumpai pada bidang ekonomi, penerapan jarak,
kecepatan dan waktu, serta pada bidang olahraga.

2. Fungsi Akar
Untuk memahami konsep fungsi akar, perhatikan gambar segitiga siku-
siku berikut.

13 m

=

h
Gambar 5.30 Segitiga Siku-siku

Gambar tersebut adalah gambar segitiga siku-siku dengan sisi miringnya
13 m serta sisi penyikunya adalatdanh. Apabila nilaih diketahui, nilaiv
dapat kita hitung sebagai berikut.

Jikah =1, makav N N,
Jikah =2, makav + J N

Jikah =x, maka \/ \/

Apabila v ditulis sebagai fungsf terhadap [ diperoleh N} .
Fungsif merupakan contoh fungsi akar.

Secara umum, fungsi akar dapat kita sajikan sebagai berikut.

(1%RMW M

Fungsi akar
Jikag(x)adalah suatu fungsi damadalah bilangan bulat lebih dari 1, maka

N merupakan fungsi akar.
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Catatan: pada pembahasan fungsi akar ini, ruang lingkup bilangan yang kita
bahas adalah bilangan real.

Bagaimana menentukan daerah asal fungsi akar? Untuk menjawab
pertanyaan ini, lakukan kegiatan eksplorasi berikut.

N
4ﬁ Eksplorasi

Menentukan Daerah Asal Fungsi Akar
Melalui kegiatan eksplorasi ini, kalian diajak untuk menentukan daerah asal
fungsi akar.

Diketahui fungsi J . Lakukan langkah-langkah berikut.

1. Tentukan pasangan berurutar,(f(x)) yang memenuhi fungsi J

X -2 -1 0 1 2 3
y = f(x) =) p =] =] =] =]

2. 'DUL SDVDQJDQ EHUXUXWDQ GL bwDV JDPEDUOD
3. 'DUL JDPEDU JUD-N WHQWXNDQ GDHUDK DVDO IX

Lakukan langkah yang sama untuk menentukan daerah asal fungsi akar

v, J ,dan J .

Dari fungsi | J datp, dugaan apa yang kalian peroleh? Jelaskan.

Secara umum, daerah asal fungsi akar adalah sebagai berikut.

Jika diketahui fungsi J dengann adalah bilangan bulat lebih dari
1, daerah asal fungbkdapat kita peroleh sebagai berikut.

... Jika nilain genap p GDHUDK DnvebdakupX QJVL DN
semua nilai pada daerah aggk) yang tidak menyebabkag(x)<O.

... Jika nilain ganijil (n p GDHUDK DWM&nGakug QJVL DN
semua nilai pada daerah aggk).

Daerah hasil fungsi dapat kita lihat pada Contoh 5.16
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Menentukan Daerah Asal dan Daerah Hasil Fungsi Akar

Tentukan daerah asal dan daerah hasil dari fungsi .

Alternatif Penyelesaian

Daerah asal fungsi akaf mencakup semua bilangan real yang tidak
menyebabkarx . Untuk menentukan daerah asal fungshal pertama
dilakukan ialah menemukan menyebabkan

X
X

Karena menyebabkan adalahx <2, daerah asal fungsi rasional
adalah himpunan semua bilangan real lebih dari sama dengan 2 atau dapat

ditulis | \ . Daerah hasil fungsiadalah | \ .

Tentukan daerah asal dan daerah hasil fungsi /—

Untuk menggambar grafik fungsi akar, dapat kita lihat pada Contoh 5.17
berikut.

'SRXSL

Menggambar + V E Fu@gsi Akar

Gambarlah grafik fungsi akar J .

Alternatif Penyelesaian

Grafik fungsi N dapat kita gambar dengan melakukan langkah-
langkah sebagai berikut.
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a). Menentukan daerah asal fungsi
Daerah asal fungsi akdr mencakup semua bilangan real yang tidak
menyebabkanX . Untuk menentukan daerah asal fungsi hal
pertama dilakukan ialah mencari nilaiyang menyebabkanx

X
X

Karena penyebakx adalahx <3, daerah asal fungsi rasional

adalah himpunan semua bilangan real lebih dari sama dengan 3 atau

dapat ditulis \

b). Daerah asal fungdi dapat memudahkan kita untuk menentukan titik
bantu yang merupakan pasangan berurutgq f (x)) yang memenuhi

g o

X 3 4 5 6 7 8 9
y=f() 0 1 1,41 1,73 2 2,24 2,4

c). Gambar grafik fungsi N

[62]

y

10|/ 1 2 3 4 56 7 8 9 X

Gambar 5.31 +VE¥%O JYRKWM

Gambarlah grafik fungsi-fungsi akar berikut.
1). v
2). J
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Fungsi akar sering digunakan untuk memodelkan atau menyelesaikan
permasalahan di sekitar.

éb Matematik dan Sains

Tsunami

Pada tanggal 26 Desember 2004, terjadi bencana alam tsunami di Aceh.
Berdasarkan Kontan.co.id, gelombang tsunami menyapu pesisir Aceh
pascagempa dangkal berkekuatan M 9,3 yang terjadi pada dasar Samudra
Hindia. Gempa terjadi pukul 07.59 WIB. Tidak lama setelah itu, muncul
gelombang tsunami yang diperkirakan memiliki ketinggian 30 meter
dengan kecepatan mencapai 100 meter per detik atau 360 kilometer per
jam. Kecepatan tsunami bergantung pada kedalaman laut. Fungsi akar dapat
digunakan untuk memodelkan kecepatan tsunami yang melintas di lautan.

Salah satu penerapan fungsi akar dapat kalian ketahui dengan melakukan
kegiatan eksplorasi berikut.

N
4ﬁ Eksplorasi

Penerapan Fungsi Akar
Melalui kegiatan eksplorasi ini, kalian diajak untuk memahami penerapan fungsi
akar pada kecepatan gelombang tsunami. Perhatikan permasalahan berikut.

Kecepatan (m/s) tsunami yang melintas di lautan merupakan akar
dari hasil kali antara antara percepatan gravitasi dan kedalaman laut (m).
Percepatan gravitasi bumi adalah 9,8 in/s
a). Buatlah fungsi untuk memodelkan kecepatan tsunami!

b). Tentukan daerah asal dan daerah hasil dari fungsi kecepatan tsunami!

c). Gambarlah grafik fungsi tersebut!

d). Amati grafik fungsi yang kalian gambar, kemudian interpretasikan hasil
pengamatan kalian.

e). Tentukan kecepatan tsunami jika kedalaman laut adalah 3.000 m!
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Dari kegiatan eksplorasi tersebut kalian dapat menginterpretasikan grafik
fungsi kecepatan tsunami. Pada buku ini, selain pada bidang fisika, penerapan
fungsi akar digunakan untuk memperkirakan jarak sebuah benda ke horizon.

Fungsi Aljabar

Kerjakan latihan berikut dengan jelas dan benar.

Pemahaman Konsep

1. Benar atau SalaRungsi merupakan fungsi rasional.

2. Benar atau SalaiMisalkan, adalah fungsi rasional dengan
derajat q(x) minimal 1 sertap(x) dan g(x) tidak memiliki faktor

persekutuan. Maka,asimtot Y H U W L N DfOberdésDaidth dengan
penyelesaian persamaayx) = 0.

3. Benar atau Salalfrungsi N merupakan fungsi akar.

4. Benar atau Salallika daerah asal fungsi akar adalah himpunan bilangan
real, daerah hasilnya juga merupakan himpunan bilangan real.

Penerapan Konsep
5. Tentukan daerah asal dan daerah hasil fungsi-fungsi berikut

a). b). J

6. Tentukan asimtot miring dari fungsi

7. Ekonomi. Misalkan, sebuah perusahaan kue dalam memproduksi kue
brownis membutuhkan biaya bulanan Rp7.000.000,00 dan Rp40.000,00
untuk memproduksi tiap loyang kue brownis tersebut. Jika rumus fungsi
biaya adalalB(x) = biaya tetap €x dengarc adalah biaya produksi tiap
kue danx adalah banyaknya produksi kue brownis (tiap loyang),

a). Tentukan model matematika dari fungsi biaya untuk memproduksi

x loyang kue brownis.
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b). Modelkan fungsi biaya rata-rat&a untuk memproduksk loyang kue
brownis.
c). Gambarlah grafik fungsi biaya rata-raba

8. Perhatikan gambar berikut.

Gambar 5.32 Jarak Obyek dari Bumi
9. Untuk ketinggian yang relatif kecil di atas bumi, fungsi akar sederhana
dapat digunakan untuk memperkirakan jarak sebuah benda mendekati
horizon.

a). Jika jari-jari bumi diasumsikan 6.37dm, modelkan fungsi jarak
d (dalamkm) ke horizon untuk sebuah benda yang berada pada
ketinggianh km di atas permukaan bumi.

b). Tentukan daerah asal dan daerah hasil fugsi

c). Gambarlah grafik fungsi!

d). Bagaimana kalian menggunakan fungbsuntuk menentukan jarak
benda ke horizon pada benda yang berada pada 1.000 km di atas
permukaan bumi?

Fungsi Non-Aljabar

Pada subbab ini, kalian akan mempelajari fungsi non-aljabar. Secara
sederhana, fungsi ini dapat dipahami sebagai sebuah fungsi yang tidak
dapat dinyatakan dengan operasi aljabar yang meliputi penjumlahan,

pengurangan, perkalian, dan pembagian. Beberapa fungsi yang termasuk
dalam fungsi non-aljabar yang akan dipelajari pada subbab ini termasuk
fungsi eksponensial, fungsi nilai mutlak, fungsi tangga, dan fupgstewise
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1. Pemodelan Fungsi Eksponensial

Pada subbab ini, kita akan fokus pada pemodelan yang memanfaatkan fungsi
eksponensial. Sebelumnya, kita simak definisi dari fungsi eksponensial.
Setelah itu, kita akan mengikuti beberapa contoh beserta alternatif
penyelesaiannya sebalum mencoba beberapa persoalan yang serupa.

(1%RMWM

(1¥2 R MuNgdi Eksponensial
Untuk sebarangx , fungsi eksponensial didefiniskan sebagai fungsi
yang memenuhi bentuk berikut:

X

yang manaa O b> 0, darb O

Untuk lebih memahami penerapan fungsi eksponensial, perhatikan contoh
berikut ini.

'SRXSL

Penerapan dalam Bidang Biologi

Misalkan, sebuah bakteri berkembang biak dengan mengikuti pola
eksponensial[(2} yang mana [ menyatakan jumlah bakteri awal dan
menyatakan menit. Misalkan, pada sebuah permukaan, terdapat bakteri
tersebut sebanyak 100. Tentukan banyak bakteri yang ada pada permukaan
tersebut setelah 10 menit.

Alternatif Penyelesaian
Berdasarkan insformasi pada soal, kita perolgti00 dart=10. Akibatnya,
banyak bakteri pada menit ke 10 adalati0)=100(2%1000(1.024)=102.400.

Tentukan banyak bakteri pada menit ke-5 yang ada pada suatu permukaan
yang bermula ada sebanyak 50 jika perkembangbiakannya ditentukan oleh
fungsi eksponensidi (t)=[(3) dengart dalam menit.
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Aktivitas berikut merupakan alternatif kegiatan yang dapat dikerjakan jika
sarana dan prasarana internet maupun alat sudah tersedia.

Aktivitas Interaktif

Tabel berikut menunjukkan populasi di Amerika Serikat dalam juta dari
tahun 1900 sampai 2010. Gunakan kalkulator grafik atau aplikasi yang dapat
mengaplikasikan regresi eksponensial untuk memodelkan populasi Amerika
Serikat. Salah satu aplikasi yang dapat digunakan adalah Desmos. Gunakan
model tersebut untuk memperkirakan populasi pada tahun 1925 dan 2020.

Tahun 1900| 1910| 1920| 1930| 1940| 1950| 1960| 1970| 1980
eSS 76 | 92 | 106 | 123 | 131 | 150 | 179 | 203 | 227
2. Pemodelan Fungsi Nilai Mutlak
Dalam bagian ini, kita akan mempelajari pemodelan matematika yang
memanfaatkan konsep nilai mutlak. Paling tidak, ada beberapa persoalan

yang terkait dengan nilai mutlak termasuk yang berkaitan dengan jarak dan
penerapan di bidang fisika.

(1%RMW M

Bentuk-bentuk Fungsi Nilai Mutlak
B8QWXN VHEDUDQJ [¥< WHUPDVXN IXQJVL QLODL PX
didefinisikan dengan memenuhi bentuk berikut

||
atau
| |

Setelah mencermati beberapa bentuk fungsi nilai mutlak, kita akan
mempelajari bagaimana penerapan dari konsep fungsi nilai mutklak dalam
beberapa fenomena.
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Penerapan Terkait dengan Jarak

Robi mengendarai mobil dari rumahnya yang berada di samping jalan raya
(lihat Gambar 5.33). Dia mengendarai mobilnya menuju ke kampus dan
melewati rumah neneknya. Jarak rumahnya ke rumah neneknya adalah 30
km, jarak dari kampus ke rumah neneknya adalah 30 km.

&

| BN | | I | | E—
I I

Rumah Robi Rumah Nenek Kampus

Gambar 5.33 llustrasi Perjalanan Robi
a). Buatlah tabel untuk menunjukkan seberapa jauh Robi dari rumah dan
seberapa jauh Robi dari rumah nenek dimulai dari awal perjalanan
dari rumah sampai tiba di kampus!

b). Gambarkan grafik yang merepresentasikan hubungan antara jarak
dari Robi ke rumah dan jarak dari Robi ke rumah nenek!

c). Temukan fungsi yang menyatakan jarak Robi rumah dalam jarak Robi
ke rumah nenek!

Alternatif Penyelesaian
a). Robi menjauh dari rumah selama perjalanan. Di sisi lain, dia mendekat
ke rumah nenek dan kemudia menjauh.

%)
o
B

Jarak Robi ke rumah 0 10 20 10 50 60

Jarak Robi ke rumah nenek 30 20 10 0 10 20 30
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b). Misalkan, jarak Robi ke rumahnya adalahdan jarak Robi ke rumah
nenek adalahy. Grafik dari hubungan keduanya dapat diilustrasikan
sebagai berikut.

Vi
601

50+

T

T

T

40-
301
20+
104

| | | | |
0 10 20 30 40 50 60X

\

Gambar 5.34 Grafik Perjalanan Robi
c). Fungsi yang dapat merepresentasikan hubungan tersebut dapat
dinyatakan sebagai | |. Namun, perlu diperhatikan bahwa
nilai hanya dibatasi untuk

Rudi berjalan dari rumahnya yang berada di samping jalan raya, serupa
dengan ilustrasi Gambar 5.33. Dia berjalan menyusuri trotoar di samping
jalan raya tersebut untuk menuju ke salah satu pusat perbelanjaan. Jarak
rumahnya ke pusat perbelanjaan adalah 50 km. Di tengah-tengah antara pusat
perbelanjaan dan rumah Rudi, terdapat warung nasi padang kesukaannya.

a). Buatlah tabel untuk menunjukkan jarak Rudi dari rumah dan seberapa
jauh dia dari warung nasi padang dimulai dari awal perjalanan dari
rumah sampai tiba di pusat perbelanjaan!
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b). Gambarlah grafik yang merepresentasikan hubungan antara jarak Rudi
ke rumah dan jarak Rudi ke warung nasi padang!

c). Temukan fungsi yang menyatakan jarak Robi ke warung nasi padang
dalam jarak Rudi ke rumabh!

Sebelum masuk ke contoh berikutnya, kita akan menyimak penjelasan
tentang suatu konsep fisika pada fitur Matematika dan Sains berikut.

éb Matematik dan Sains

Hukum Pemantulan Cahaya

Dalam bidang Fisika, kita mengenal istilah hukum pemantulan cahaya.
Pada bagian ini, akan dijelaskan apa maksud hukum tersebut. Misal, kita
ilustrasikan peristiwa pemantulan cahaya seperti pada Gambar 5.35. Terdapat
tiga buah garis. Garis yang merepresntasikan sinar datang, sinar pantul, dan
garis normal. Garis normal adalah garis yang tegak lurus dengan bidang
pantul. Secara singkat, hukum ini berbunyi bahwa sudut pantul cahaya
ukurannya sama besar dengan sudut datang cahaya.

N

Sinar datang _ Sinar pantul

Bidang Pantul

Gambar535-PYWXVEWM 4IQERXYPER '"ELE]JE
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Pantulan cahaya

Pada sebuah pameran di museum, terdapat dekorasi cahaya yang
melibatkan beberapa lampu. Satu buah lampu ditempelkan pada dinding
berjarak 10 m dari lantai. Cahaya lampu ini diarahkan ke sebuah cermin
yang berjarak 15 m dari dinding tersebut dan memantulkan cahaya ke
dinding lain yang berjarak 8.5 m dari cermin tersebut. Untuk lebih jelas,
silakan melihat pada Gambar 5.36. Pada ketinggian berapa pantulan
cahaya mencapai tembok di hadapan tembok yang pertama?

15m 8,5m
Gambar5.36 -PYWXVEWM 4IQERXYPER '"ELEJE HM 1YWIYQ

Alternatif Penyelesaian

Kita akan menggunakan fungsi nilai mutlak dalam bentuk | |

dengan K )Mdalah titik puncak dari grafik fungsi nilai mutlaknya. Misalkan,
kita menelaah masalah ini dalam koordinat Kartesius seperti pada Gambar 5.37.

(0,10)

(23,5, ..

(10,0) 15 m (15,0) 8,5m
Gambar 5.37 -PYWXVEWM 4IQERXYPER 'ELE]JE HEPEQ /SSVHMREX
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Karena titik puncaknya adalah (0,15), dengan subtitusi, kita peroleh
| | . Selanjutnya, karena (0,10) berada pada garis, maka
kita peroleh | |. Akibatnya, nilai adalah-. Oleh karena itu,
persamaan nilai mutlak yang diinginkan adalah | |

Berdasarkan persamaan ini, kita dapat menentukan pada ketinggian
berapa sinar lampu mencapai tembok dengan cara mensubstitus#aRi5

ke dalam fungsi. Akibatnya, diperoleh —| | —.

('“ Mari Berpikir Kritis

Samosir sedang bermain senter. Dia berdiri di hadapan tembok dan cermin
berada sejajar di antara dia dan tembok. Dia mengarahkan sinar senter ke cermin
tersebut dan pantulan sinarnya mengenai tembok. Diketahui, Samosir memegang
senter pada ketinggian 1 m, jarak antara dia dan cermin adalah 5 m, dan jarak
dia ke tembok adalah 15 meter. Tentukan berapa tinggi pantulan sinar di tembok.

ae e s e e e e s s s e S e e e e s e e e A e e e e e S |

3. Pemodelan Fungsi Tangga
Pada bagian ini, kita akan mempelajari penerapan fungsi tangga terkait
beberapa permasalahan. Beberapa contoh permasalahan akan dibahas di sini.

(1%RMW M

Pengertian Fungsi Tangga

Fungsi tangga adalah fungsi yang bernilai konstan pada interval-interval
dimana ia didefinisikan.

Catatan: Terdapat variasi definisi dari fungsi tangga. Ada yang mensyaratkan
banyak intervalnya harus berhingga. Ada pula yang mensyaratkan
intervalnya harus seragam sedemikian rupa sehingga grafiknya tampak
seperti tangga sungguhan. Pada buku ini, kita menggunakan definisi yang
lebih umum agar kalian dapat mempelajari banyak kasus khusus dari fungsi
ini.
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Contoh dari fungsi tangga yang memenuhi definisi tersebut adalah
fungsi atap, yang dilambangkan dengérfx)=[x] dan bermakna bilangan
bulat terkecil yang lebih dari atau sama dengarContoh lain ialah fungsi
lantai, yang dilambangkan dengdn(x)=[x] dan bermakna bilangan bulat
terbesar yang lebih kecil dari atau sama dengaontoh fungsi lain ialah
fungsi pembulatan yang dilambangkan dengérix)=[x] dan bermakna
bilangan bulat terdekat ke. Selanjutnya, kita akan mempelajari pemodelan
dengan menggunakan fungsi ini.

'SRXSL

Penerapan dalam Biaya Telepon

Budi ingin menelepon kakaknya yang sedang berada di luar kota karena
kangen dan sedang momen hari raya. Namun, dia belum mengisi pulsa.
Berdasarkan info di internet, biaya yang dibutuhkan dapat dirinci sebagai
berikut. Untuk setiap menit, dia harus membayar sebesar Rp250,00. Skema
biaya pulsa dari penyedia jasa telepon tersebut adalah sebagai berikut.
Biaya dihitung dengan membulatkan ke menit atas. Misalkan, Budi
menelepon selama 1,3 menit. Maka, dia harus membayar untuk 2 menit,
yakni 500 rupiabh.

a). Buat tabel yang menjelaskan hubungan antara lama menelepon dalam
menit dan total biaya yang dibutuhkan.

b). Gambarkan grafiknya dalam bidang Kartesius.

c). Tuliskan fungsi yang menyatakan total biaya yang dibutuhkan dalam
lama menelepon.

d). Jika ingin menelepon selama tiga jam, apakah pulsa sebanyak
Rp25.000,00 cukup?

Alternatif Penyelesaian
a). Berdasarkan informasi pada soal, kita dapat membuat tabel sederhana
untuk menit dan besar biaya untuk menelepon sebagai berikut.
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Menit 0 1 2 3 4 5 6 7

Tabel 5.6 Biaya Menelpon dalam Menit

Biaya 0 250 500 750 1000 1250 15p0 1750

b).

d).

Berdasarkan info di soal, karena skema biaya menelepon yang ada,
yakni dengan membulatkan biaya ke bilangan bulat atas, grafik dari
permasalahan tersebut adalah sebagai berikut.

A

15001 N
1250+ J

T
[ ]

1000+

7501 °

Biaya dalam rupiah

500+ e
2504

\ 4

o0 1 2 3 4 5 6

y Lama menelpon dalam menit

Gambar5.38 +VE¥O &ME]JE 1IRIPTSR

. Fungsi yang dapat merepresentasikan fenomena di atas adalah fungsi

tangga yang dapat dinotasikan sebagai berikut:

Maksud notasi tersebut adalah sebagai berikut. Misalnya, kita memiliki
X .DUHQD i2,7)E250&B=750lotasi lain dari fungsi
ini dapat dinyatakan dengan bantuan fungsi ceiling sebagai berikut:

f (X)=250xK].

Tiga jam dapat dinyatakan sebagai 180 menit. Artinya, biaya yang
dibutuhkan oleh Budi adalah 150x250=45.000. Karena Budi hanya
memiliki uang sebesar Rp25.000,00, uangnya belum cukup untuk
menelepon selama tiga jam.

Bab 5 | Fungsi dan Pemodelannya W



C] Pengayaan

Sebuah tempat penyewaguaystationmenerapkan aturan sebagai berikut.
Untuk satu jam pertama, dikenakan biaya sebesar 20 ribu. Jika melebihi satu
jam, sampai 2 jam, penyewa membayar 40 ribu. Jika melebihi dua jam sampai
batas tiga jam, penyewa diharuskan membayar 60 ribu. Aturan berlaku juga
untuk jam-jam berikutnya.

Buatlah tabel, grafik, dan fungsi terkait permasalahan tersebut seperti pada
contoh sebelumnya. Tentukan juga berapa jam maksimal Andi dapat menyewa
playstationdi tempat tersebut jika dia memiliki uang 125 ribu rupiah.

Pemodelan Fungsi Piecewise
Pada bagian ini, kita akan belajar tentang pemodelan dengan menggunakan
fungsi piecewiseatau yang kadang disebut sepotong-sepotong. Simak
definisinya sebagai berikut.

(1%RMW M

Pengertian Fungsi Piecewise
Fungsi piecewiseadalah fungsi yang didefinisikan dengan beberapa
formula pada beberapa daerah asal.

Fungsi nilai mutlak dan fungsi tangga termasuk fungéecewiseContoh
sederhana lain adalah fungsi yang didefinisikan sebagai berikut

0

Selanjutnya, perhatikan contoh berikut dan kerjakan aktivitas Mari,
Mencoba untuk memahami pemodelan dengan menggunakan fungsi
piecewise.
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Penerapan Fungsi Piecewise

Mangiring mengikuti sebuah kompetisi yang melibatkan tiga aktivitas:
kayak, bersepeda, dan berlari. Untuk kayak, dia menghabiskan 2 jam
untuk menempuh jarak sepanjang 20 km di sebuah danau. Selanjutnya,
dia bersepeda sejauh 50 km, selama 2 jam. Terakhir, Mangiring berlari
selama 1 jam sejauh 10 km.

a). Buat tabel yang menyatakan hubungan antara waktu tempuh, total
jarak yang ditempuh, dan kecepatan untuk tiga jenis aktivitas.

b). Gambarkan grafik yang menjelaskan hubungan antara waktu terhitung
dari awal lomba dan total jarak yang ditempuh pada bid&agtesius.

c). Tuliskan fungsi total jarak yang ditempuh terhadap waktu tempuh.

Alternatif Penyelesaian
a). Berdasarkan informasi di soal, kita dapat menyusun tabel berikut.

Kegiatan Waktu tempuh Jarak tempuh Kecepatan
Kayak 2 jam 20 km 10 km/jam
Sepeda 2 jam 50 km 25 km/jam

Lari 1 jam 10 km 10 km/jam

b). Berdasarkan tabel yang telah dibuat, kita dapat menggambar grafik
seperti berikut dengan memisalkan sumbu X sebagai representasi waktu
dalam jam dan sumbu Y untuk jarak tempuh dalam km.

90+
80+
70+
60
50+
40+
30+
20+
101

of 1 23 4 56

Gambar 5.39 Grafik Perjalanan Mangiring
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c). Untuk memformulasikan fungspiecewisekita tinjau satu per satu
interval untuk tiap cabang lomba yang diikuti. Untuk 2 jam pertama,
kecepatan Mangiring saat menggunakan kayak adalah 10 km/jam dengan
titik awal (0,0). Akibatnya, kita bisa tuligx)=1x 00O 6HODQMXWQ\D
melewati dua jam sampai jam keempat, kecepatan Mangiring adalah
25 km/jam dengan titik awal (2,20). Akibatnya, kita bisa menuliskan
f(x)=2%-30,2¢x 0 <DQJ WHUDNKLU ODQJLULQJ EHUODUL
10 km/jam dan titik awal (4,70). Karena itu, kita dapat memperoleh
fx)=1x+30,4%x0 'HQJDQ PHQJJDEXQJNDQ NHWLJD NDVX
dapat menuliskan fungsi piecewise-nya sebagai berikut.

('" Mari Berpikir Kritis

Surya mengikuti sebuah kompetisi yang melibatkan tiga aktivitas: bersepeda,
berenang, dan berlari. Surya menghabiskan 3 jam untuk menempuh jarak
sepanjang 50 km di lintasan sepeda. Selanjutnya, dia berenang sejauh 1 km
selama 15 menit. Terakhir, Surya berlari selama 2 jam sejauh 30 km.

a). Buat tabel yang menyatakan hubungan antara waktu tempuh, total jarak
yang ditempuh, dan kecepatan untuk tiga jenis aktivitas.

b). Gambarkan grafik yang menjelaskan hubungan antara waktu terhitung
dari start lomba dan total jarak yang ditempuh pada bidang Kartesius.

c). Tuliskan fungsi total jarak yang ditempuh terhadap waktu tempuh.

ae e s s e e e e s e s e e e e e s s e e e e N e e S e e e e ey |

Pemahaman Konsep

1. Benar atau salalfrungsi konstari (x)=1 merupakan fungsi eksponensial.

2. Benar atau salatAda fungsipiecewisgang merupakan gabungan dari
fungsi tangga dan fungsi eksponensial.
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Penerapan
3. Sebuah koloni bakteri bermula dengan 500 bakteri. Bakteri jenis ini
mampu membelah diri menjadi dua setiap setengah jam sekali.

a). Berapa banyak bakteri setelah tiga jam?
b). Berapa banyak bakteri setelah t jam?
c). Berapa banyak bakteri setelah 40 menit?
d). Gambarkan fungsi populasi dari fenomena tersebut dan estimasikan
kapan populasinya mencapai 100.000.
4. Made berjalan dari rumahnya yang berada di samping jalan raya, serupa
dengan Gambar 5.30. Dia bersepeda menyusuri trotoar di samping jalan
raya tersebut menuju ke sebuah taman bermain. Jarak rumahnya ke

taman bermain adalah 10 km. Ditengah-tengah antara pusat perbelanjaan
dan rumah Made, terdapat Restoran Singkawang.

a). Buatlah tabel untuk menunjukkan jarak Made dari rumah dan
seberapa jauh dia dari Restoran Singkawang dimulai dari awal
perjalanan dari rumah sampai tiba di taman bermain.

b). Gambarlah grafik yang merepresentasikan hubungan antara jarak
Made ke rumah dan jarak Made ke Restoran Singkawang.

c). Temukan fungsi yang menyatakan jarak Made ke Restoran
Singkawang dalam jarak Made ke rumah.

5. Disebuah warnet, pengaturan biaya pembayaran sewa internet dihitung
dengan cara sebagai berikut. Untuk 10 menit pertama, dikenakan biaya
sebesar Rp2.000,00. Artinya, jika pengguna warnet mengakses komputer
dan internet selama kurang dari atau sama dengan 10 menit, dia harus

membayar sebesar dua ribu rupiah. Begitu juga untuk setiap 10 menit
selanjutnya, dikenakan biaya sebesar Rp2.000,00.

a). Buat tabel yang menyatakan hubungan antara lama menggunakan
fasilitas warnet dan biaya pakainya!

b). Gambarkan grafik yang menjelaskan hubungan antara lama
menggunakan fasilitas warnet dan biaya pakainya!

c). Tuliskan fungsi biaya pakai fasilitas warnet dalam satuan waktu!

d). Apakah dengan memiliki uang 300 ribu, kita bisa menghabiskan
waktu selama 5 jam di warnet?
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6. Kevin mengikuti sebuah kompetisi yang melibatkan empat aktivitas:
kayak, bersepeda, berenang, dan berlari. Dia menempuh jarak sejauh 30
km dengan kayak selama 3 jam. Selanjutnya, dia menghabiskan 2 jam
untuk menempuh jarak sepanjang 40 km di lintasan sepeda. Kemudian,
dia berenang sejauh 1 km selama 20 menit. Terakhir, Kevin berlari selama
2.5 jam sejauh 25 km.

a). Buat tabel yang menyatakan hubungan antara waktu tempuh, total
jarak yang ditempuh, dan kecepatan untuk empat jenis aktivitas!

b). Gambarkan grafik yang menjelaskan hubungan antara waktu
terhitung dari start lomba dan total jarak yang ditempuh pada
bidang Kartesius!

c). Tuliskan fungsi total jarak yang ditempuh terhadap waktu tempuh!

S. Rangkuman

1. Misalkan,\ adalah sudut dalam posisi baku d&, y) adalah titik yang
berada pada sisi akhir sudut tersebut. Jiledalah jarak antara titik asal
ketitk P PDND IXQJVL IXQJVL WULJRQRPHWUL VLQ FR
sebagai berikut.

2. Misalkan, T adalah sudut lancip, yaitu . Maka, nilai fungsi-
fungsi trigonometri di kuadran 2 sampai 4 dapat ditentukan dengan
menggunakan rumus berikut.

Kuadran Il

Kuadran Il
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Kuadran IV

3. Jika 0° <\ < 360° dark adalah sebarang bilangan bulat, nilai fungsi-
fungsi trigonometri dapat ditentukan dengan rumus berikut.

k
K
K

4. Berikut ini adalah identitas-identitas trigonometri dasar.

5. Fungsi-fungsy = a sinbx dany =a cosbx memiliki amplitudo | a | dan

periode b “atau 2bs’ sedangkan fungsi =atanbxamplitudonya tidak

. C S
ada dan perlodenyab atau b

6. Fungsi logaritma berbasia GLGH-Q LV L NyD=(oY ¥ jik® deb L
hanya jikaa’ = x, dengara adalah bilangan positif daa O

7. Karakteristik fungsi logaritma dalam bentukx) =2og x adalah sebagai
berikut.

a). Daerah asdl adalah himpunan bilangan real positif, daerah hasilnya
adalah himpunan semua bilangan real.
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b). Grafikf memotong sumbu X di (1, 0), tetapi tidak memotong
sumbu -Y.

c). Jika basisa 1, makaf merupakan fungsi naik. Sebaliknya, jika
basis a , makaf merupakan fungsi turun.

d). Grafikf mendekati sumbu ¥, tetapi tidak pernah memotongnya
sehingga sumbu¥-merupakan asimtot tegak.
8. Berikut ini adalah sifat-sifat lain dari fungsi logaritma. Misalkadanb

adalah bilangan positif denganba® GLGDSDW LGHQWLWDYV 1XQJ
sebagai berikut.

... Jika , maka
... Jikab 1dan maka
..Jika b dan maka
9. Jika dan adalah fungsi polinomial dan dengan
z , maka merupakan fungsi rasional. dan tidak

memiliki faktor persekutuan.
10. Daerah asal fungsi rasional mencakup himpunan bilangan real yang
tidak menyebabkan penyebut bernilai nol.
11. -LND JUD - NakatQerdsLmendekat ke garis  ketika nilai y
mendekati positif tak hingga atayymendekati negatif tak hingga, garis
disebut sebagaisimtot vertikal
12. -LND JUD - NakatQeldsLmendekat ke garis  ketika nilai x
mendekati positif tak hingga ataxmendekati negatif tak hingga, garis
disebut sebagaisimtot horizontal
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

-LND JU D -iNakbX @rai&/rhendekat ke garis ketika nilaix

mendekati positif tak hingga ataximendekati negatif tak hingga, garis
disebut sebagaifesimtot miring

Jikag(x) adalah suatu fungsi dan adalah bilangan bulat lebih dari 1,

maka J  merupakan fungsi akar.

Jika diketahui fungsi J  dengann adalah bilangan bulat lebih

dari 1, daerah asal fungkdapat kita peroleh sebagai berikut.

.. Jika nilain genap 0 p GDHUDK DMébc@kupX QJVL DN

semua nilai pada daerah aggk) yang tidak menyebabkan

.. Jika nilain ganjil (n P GDHUDK fingricgbupX QJVL DV
semua nilai pada daerah asgk).

Pemodelan fungsi eksponensial dapat digunakan untuk menyelesaikan
permasalahan terkait, di antaranya dengan Biologi termasuk peluruhan
dan juga perkembangbiakan bakteri.

Pemodelan dengan menggunakan fungsi nilai mutlak dapat digunakan
untuk menyelesaikan permasalahan yang terkait, di antaranya dengan
jarak dan pemantulan cahaya.

Pemodelan dengan fungsi tangga dapat digunakan untuk menyelesaikan
masalah, di antaranya terkait dengan biaya menelepon atau sewa jasa
internet.

Pemodelan dengan menggunakan fungsecewisedapat digunakan
untuk menyelesaikan permasalahan, di antaranya terkait dengan biaya
kirim barang dan kecepatan.

IIVI“/ Uji Kompetensi

Uji Pemahaman
Benar atau Salafentukan apakah pernyataan nomor 1 — 5 berikut benar

atau salah.

1.
2.

Jika\ berada di kuadran 3, nilai takhpositif.
Fungsi logaritma adalah invers dari fungsi eksponen, yaitu yjikadog
[ makaa’ = x. Demikian juga sebaliknya, jika' = [ makay =2og X.
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3.

Misalkan adalah fungsi rasional dengan dengan derajat

sama dengan PDND DVLPWRW KrRelaluisppwaddgRat) UD - N
tertinggi.

Pertumbuhan yang bertambah sebanyak dua satuan untuk setiap satuan
waktu merupakan pertumbuhan secara eksponensial.

Isian Singkat. Lengkapilah pernyataan nomor 5-8 berikut dengan isian
yang paling tepat.

5. *UD-N memiliki amplitudo . . . dan periode . . ..

6. Fungsi memiliki daerah asal . . . dan daerah hasil . . . .

7. Diketahui fungsi J  dengam adalah bilangan bulat genap lebih
dari 1. Maka, daerah asal fungsnencakup semua nilai pada daerah asal
g(x) yang menyebabkan . . . .

8. Berikan contoh funggiecewise.

9. Gunakan identitas-identitas trigonometri dasar untuk menentukan nilai
cos ), jikatan \=—-4 dan

10. Tentukan daerah asal dari fungsi J

11. Gambarkan fungsi nilai mutlak | |dalam bidang Kartesius.

Penerapan

12. Kincir Ria. Sebuah kincir ria memiliki diameter 30 m dan memerlukan
waktu 12 menit untuk menempuh satu putaran penuh. Kincir ria
tersebut berputar berlawanan arah jarum jam. Jika seseorang mula-mula
berada di puncak kincir ria tersebut, carilah fungsF a cosbx yang
memodelkan ketinggian orang tersebut relatif terhadap pusat kincir ria
setiap menitnya.

13. Suhu Kopi. 6HJHODV NRSL \DQJ VXKXQ\D - GLOHWDN

UXDQJDQ \DQJ VXKXQ \@lam-merid)N/sne diperlukan
agar suhu kopi tersebut menjadi- GDSDW GLWHQWXNDQ GHQJD
berikut.

Berapa lama waktu yang diperlukan agar suhu kopi tersebut menjadi
60°C?
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14. Perjalanan. Nyoman pergi ke pantai sejauh 50 km. Dia menempuh
setengah perjalanan dengan kecepatan tertentu (dalam km/jam).
Setengah perjalanan selanjutnya Nyoman melakukan perjalanan dengan
kecepatan 15 km/jam lebih lambat. Jikemewakili kecepatan dalam km/
MD P G D Quményatdkan waktu perjalanan, tentukan:

a). model matematika untuk waktu yang dibutuhkan Nyoman untuk
menempuh perjalanan pertama;
b). model matematika untuk waktu yang dibutuhkan Nyoman untuk
menyelesaikan setengah perjalanan selanjutnya.

15. Aang adalah pelari 100 m. Dia mengikuti lomba dalam rangka peringatan
Hari Kemerdekaan Republik Indonesia. Dia berlari pada sebuah lintasan
100 m di desanya. Untuk keperluan dokumentasi, seorang fotografer
berdiri di samping tepat tengah lintasan.

a). Buatlah tabel yang menjelaskan jarak Aang relatif terhadap awal
lintasan dan jarak dia terhadap sang fotografer!
b). Gambarkan grafik yang menyatakan jarak Aang terhadap sang
fotografer dalam jarak Aang terhadap lintasan!
c). Tuliskan fungsi yang menyatakan jarak Aang terhadap sang
fotografer dalam jarak Aang terhadap lintasan!

Penalaran

16. Aldo ingin membuktikan identitas trigonometri

. Ketika

melakukannya, dia memilih beberapa sud\ytyaitu 30°, 45°, dan 60°.
Setelah itu, dia menuliskan hasil perhitungannya ke dalam tabel berikut.

.

\ tan \ 7

30° A f/—/ -~

- . v
v/

60° J3 # A
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Karena setiap baris pada kolom kedua sama dengan kolom ketiga, maka

. Dengan demikian, Aldo menganggap dia telah membuktikan
identitas trigonometri tersebut.

Apakah kalian setuju dengan strategi pembuktian yang digunakan oleh
Aldo? Jelaskan alasannya.

17. Jika 1, tentukan nilai terbesar yang mungkin untuk

18. 'LNHWDKXL JUD-N I XQJVL untuk bilangan asli

k. Tentukan nilak agar fungsf mempunyai satu asimtot vertikal.

19. Buktikan teorema berikut:

Sebuah fungsi eksponensial merupakan fungsi yang naik jika
, merupakan fungsi konstan jika , dan merupakan fungsi
turun jika

Variasi Lamanya Hari Denpasar dan Perth

Apakah kalian pernah menyadari bahwa lamanya suatu hari (dari terbit

sampai terbenamnya matahari) berbeda dengan hari-hari lainnya? Mungkin

kalian ada yang pernah menyadari dan ada yang tidak karena memang hal

tersebut dipengaruhi oleh tempat tinggal kalian masing-masing. Untuk

mengilustrasikannya, kita akan menggunakan Kota Denpasar, Bali dan Kota

Perth, Australia Barat. Jika kalian lihat di globe atau peta, Kota Perth ini

letaknya jauh di selatan Kota Denpasar.

1. *UD-N EHULNXW LQL PHQXQMXNNDQ UDWD UDWD OC
Denpasar dan Kota Perth pada tahun 2020 dan 2021 setiap bulannya.

'DWD \DQJ GLIJXQDNDQ XQWXN PHQJJDPEDU JUD-N
www.timeanddate.com.)
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Gambar 5.38. +VEY O 6EXE VEXE OEQE ,EVM 7IXMET &YPER
Berdasarkan grafik tersebut, menurut kalian, manakah yang
merepresentasikan lama hari di Kota Denpasar dan Kota Perth? Jelaskan
alasannya.

2. Carilah fungsiy = a cospx) + ¢ yang dapat memodelkan lama hari di

.RWD 'HQSDVDU GDQ .RWD 3HUWK NHPXGLDQ VNF

3. Kota Karratha, Australia Barat letaknya di antara Kota Denpasar dan

.RWD 3HUWK +DQ\D EHUGDVDUNDQ LQIRUPDVL LC

lamanya hari di kota tersebut pada tahun 2020 — 2021.

D

Di Bab 5, kalian telah belajar berbagai macam fungsi dan menggunakan
fungsi tersebut untuk memodelkan dan menyelesaikan permasalahan sehari-
hari. Sekarang, refleksikan pengalaman belajar kalian di bab ini dengan
menanggapi pertanyaan atau pernyataan panduan berikut.

1. Sejauh mana manfaat yang dapat kalian rasakan setelah berdinamika di
Bab 5 Fungsi dan Pemodelannya? Ceritakan manfaat yang dapat kalian
rasakan.

2. Strategi-strategi belajar seperti apa yang kalian gunakan untuk belajar
di Bab 5 Fungsi dan Pemodelannya? Apakah semua strateginya sudah
membantu kalian untuk belajar secara optimal?

3. Sekarang, nilailah pembelajaran kalian sendiri di Bab 5 Fungsi dan
Pemodelannya ini dengan mencentang kolom-kolom yang sesuai pada

tabel berikut.
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TARGET PEMBELAJARAN

Subbab A Fungsi Trigonometri

Saya dapat menentukan nilai fungsi-fungsi
trigonometri untuk sebarang sudut.

Saya dapat menggunakan identitas-identitas
trigonometri dasar untuk menentukan nilai
fungsi-fungsi trigonometri.

Saya dapat menentukan amplitudo dan
periode fungsi-fungsi trigonometri dan

PHQJIJXQDNDQQ\D XQWXN PH
fungsi-fungsi trigonometri tersebut.

QVN

HWYV

D JU

D-N

Saya dapat memodelkan dan menyelesaikan
permasalahan sehari-hari dengan menggunak
fungsi trigonometri.

Saya dapat menentukan nilai fungsi-fungsi
logaritma.

an

Subbab B Fungsi Logaritma

Saya dapat menggunakan identitas-identitas
logaritma dasar untuk menentukan nilai fungsi
fungsi logaritma.

6D\D GDSDW PHQVNHWVD JU
logaritma dan menganalisis sifat-sifat fungsi
ORJDULWPD EHUGDVDUNDAQ

D-N

JuUbD -

XQJ

I X (

VL IX

DJVL

QJVL

WHUVHEXW

8.

9.

Saya dapat memodelkan dan menyelesaikan
permasalahan sehari-hari dengan menggunak
fungsi trigonometri.

an

hasil fungsi rasional.

Subbab CFungsi Aljabar
Saya dapat menetukan daerah asal dan daerah

10.

Saya dapat menentukan asimtot fungsi rasional.

11.

6D\D GDSDW PHQJJDPEDU JU

IXQJ

VL

U

DVLRQDO
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(N[o} TARGET PEMBELAJARAN 3 z 0
Saya dapat memodelkan dan menyelesaikan

12. | permasalahan sehari-hari dengan menggunakan
fungsi rasional.

13 Saya dapat menetukan daerah asal dan daerah

" | hasil fungsi akar.

14. 6D\D GDSDW PHQJJDPEDU JUD-N [IXQJVL D
Saya dapat memodelkan dan menyelesaikan

15. | permasalahan sehari-hari dengan menggunakan

16.

fungsi rasional.

hasil fungsi eksponensial.

Subbab D Fungsi Nonaljabar
Saya dapat menetukan daerah asal dan daerah

6D\D GDSDW PHQVNHWVD JU
eksponensial, fungsi nilai mutlak, dan fungsi

D-N

XQJ

VL |X

fungsi eksponensial, fungsi nilai mutlak, dan

17. | piecewisélan menganalisa sifat-sifat fungsi
eksponensial, fungsi nilai mutlak, dan fungsi
piecewise.

Saya dapat memodelkan dan menyelesaikan
18 permasalahan sehari-hari dengan menggunakan

fungsipiecewise

NDU

QJVL

. Kristanto, Y. D., & Santoso, E. B. (20Alabar danTrigonometri Sanata
Dharma University Press. Buku ini membahas topik-topik trigonometri.
Secara khusus, di buku ini kalian dapat mempelajari fungsi trigonometri,

penerapannya pada segitiga,

persamaan trigonometri.

identitas-identitas trigonometri, dan

. Kristanto, Y. D. (2016)Matematika Langkah Demi Langkah untuk SMA/
MA Kelas X. Jakarta: Grasindo.
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. Buku ini membahas fungsi rasional, di buku ini kalian dapat mempelajari
penerapan fungsi rasional pada kehidupan sehatri-hari.

. https://youtube.com/
playlist?list=PLIXuAh5HFy3fp3Un-
ieQn0aGZHB8NWzkY-. Channel youtube menjelask
tentang materi fungsi rasional.

I—m Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA Kelas XI



Glosarium

algoritma pembagian polynomial suatu algoritma yang menyatakan
bahwa jikaP(x) dan Q(x) adalah polinomial, denga®(x O PDND
ada polinomial-polinomiaH(x) dan §x) yang masing-masing tunggal,
dengan§x DGDODK DWDX SROLQRPLD@X),EHUGHUD
sedemikian sehinggB(x) = Q(X) - H(xX) + §X)

amplitudo jarak maksimum nilai fungsi periodik terhadap garis tengahnya

argumen jika bilangan kompleks dinyatakan dalam bentuk polar
maka argumere adalah 2 untuk k
bilangan bulat.

asimtot suatu garis lurus yang didekati oleh kurva lengkung dengan jarak
semakin lama semakin kecil mendekati nol di jauh tak terhinggamtot
juga bisa diartikan dengan sebuah garis lurus yang sangat dekat dengan
kurva lengkung di titik jauh tak terhingga

asimtot horizontal jika grafik fungsif akan terus mendekat ke garis
sehingga nilax mendekati positif tak hingga atax mendekati negatif

tak hingga, maka garis  disebut asimtot horizontal

asimtot miring jika grafik fungsif akan terus mendekat ke garis
sehingga nilax mendekati positif tak hingga atax mendekati negatif
tak hingga, maka garis disebut sebagai asimtot miring

asimtot vertikal jika grafik fungsif akan terus mendekat ke garis
sehingga nilaiy mendekati positif tak hingga atay mendekati negatif
tak hingga, maka garis  disebut sebagai asimtot vertikal

bilangan kompleks suatu bilangan yang terdiri atas bagian real dan bagian
imajiner

bilangan real bilangan yang terdiri atas bilangan rasional atau irasional
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derajat jika a adalah koefisien yang tak nol, derajat monomged" adalah
n. Derajat suatu monomial yang terdiri atas beberapa variabel adalah
jumlah dari eksponen semua variabel tersebut. Derajat suatu polinomial
adalah derajat dari sukunya yang berderajat tertinggi

determinan matriks berordo 2x2. Jika maka determinan dari

matriks A dapat dinyatakan

dilatasi transformasi yang mengubah jarak suatu titik terhadap suatu titik
tertentu dengan faktor pengali tertentu

elemen matriks bilangan-bilangan penyusun suatu matriks
eksponen bilanganb yang menyatakan pangkat pada bentakk

fungsi pemetaan setiap anggota suatu himpunan (dinamakan daerah asal)
kepada tepat satu anggota himpunan yang lain (dinamakan daerah
kawan)

fungsi akar jika g(x) adalah suatu fungsi damadalah bilangan bulat lebih

dari 1, maka N merupakan fungsi akar

fungsi eksponensial untuk sebarang , fungsi eksponensial
didefinisikan sebagai fungsi yang memenuhi bentuk , yang
manaaO b! GbP®

fungsi nilai mutlak  fungsi yang dinotasikan dengan

fungsi piecewisefungsi yang didefinisikan dengan beberapa formula pada
beberapa daerah asal

fungsi polinomial  fungsi polinomial dalam variabed adalah fungsi yang
memiliki bentuk umumP(x) =ax"+a x"'+a X"?+ ... +ax +a
dengan koefisien-koefisiennya, yaify, a _,a ., ...a, dana, adalah

bilangan-bilangan reah, O Gdd#&ah bilangan cacah
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fungsi rasional jika dan adalah fungsi polinomial dan
dengan Z , maka merupakan fungsi rasional

fungsi tangga fungsi yang bernilai konstan pada interval-interval yang
mendefinisikan fungsi tersebut

garis tengah garis horizontal yang letaknya di tengah-tengah nilai
maksimum dan minimum fungsi periodik

geometri cabang matematika yang menerangkan sifat-sifat garis, sudut,
bidang, dan ruang

grafik grafik suatu persamaan dalarndany merupakan himpunan semua
titik (X, y) pada bidang koordinat yang memenuhi persamaan tersebut

identitas polinomial persamaan polinomial yang selalu benar untuk setiap
kemungkinan nilai variabelnya

identitas trigopnometri persamaan trigonometri yang selalu benar untuk
setiap kemungkinan nilai variabelnya

invers matriks jika A adalah sebuah matriks berordexn dan| adalah
matriks identitas berordonxn, maka invers matriksA, dinotasikan
denganA-, adalah matriks yang memenuhi sifat- A=A . A =|

kesamaan dua matriks matriks A dan B dikatakan sama, dinotasikan
dengan A = B, jika dan hanya jika matriké\ dan matriksB mempunyai
ordo yang sama serta semua elemen-elemen yang seletak pada matriks
A danB mempunyai nilai yang sama, (untuk semua nilai danj)

koefisien utama koefisien dari suku utama polinomial

koefisien faktor numerik dari suatu monomial

konjugat bentuk sekawan dari bilangan kompleks yang dinyatakan
dalam bentuk

konstanta monomial yang tidak memuat variabel
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komposisi transformasi transformasi majemuk yang memuat lebih dari
satu transformasi

logaritma komponen pangkat yang diperlukan untuk memangkatkan
bilangan dasar supaya mendapatkan bilangan tertentu (jika bilangan
GDVDUQ\D PDND ORJ DUWLQ\D SDQJNDW

matriks susunan bilangan yang disusun dalam suatu jajaran berbentuk
persegi panjang yang terdiri atas baris-baris dan kolom-kolom. Kelompok

bilangan tersebut di dalam kurung biasa “”, kurung siku

” atau

matriks baris matriks yang berordo 1x Matriks baris terdiri atas satu
baris dan memuat elemen

matriks datar matriks yang berordanxn dengan nilaim < n yang berarti
banyak kolom lebih banyak daripada banyak baris

matriks diagonal matriks persegi yang elemen-elemennya bernilai nol
terkecuali elemen-elemen yang terletak pada diagonal utama

matriks identitas matriks diagonal dengan elemen-elemen pada diagonal
utamanya bernilai satu

matriks kolom matriks yang berordanx1.Matriks kolom terdiri atas satu
kolom dan memuain elemen

matriks nol matriks yang semua elemen-elemennya bernilai nol
matriks persegi matriks yang berordonxn dengan nilaim=n

matriks segitiga matriks persegi yang semua elemen-elemennya yang
berada di bawah atau di atas diagonal utama bernilai nol

matriks simetris matriks persegi dengan elemen-elemen yang letaknya
simetris terhadap diagonal utama bernilai sama, elemﬁerama dengan
elemena” dengan Q

matriks tegak matriks yang berordonxn dengan nilaim>nyang berarti
banyak baris lebih banyak dari pada banyak kolom
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matriks transpos  matriks baru yang diperoleh dengan cara menukar
elemen-elemen pada baris suatu matriks menjadi kolom dan sebaliknya
elemen-elemen pada kolom menjadi baris

metode Horner salah satu cara untuk melakukan pembagian polinomial
dan merupakan bentuk penyederhanaan dari pembagian bersusun

minor dan kofaktor matriks jika A adalah sebuah matriks persegi, maka
minor elemenau. dinotasikanmij dan di definisikan sebagai determinan
dari matriks yang diperoleh setelah baris kdan kolom kefdihilangkan
dari matriks A. Kofaktor elemen baris ke-dan kolom ket dinotasikan

modulus nilai dari / > 2 untuk bilangan kompleks

monomial suatu bilangan, suatu variabel berpangkat bilangan cacah,
atau perkalian antara bilangan dan satu atau lebih variabel-variabel
berpangkat bilangan cacah

ordo matriks ukuran dari suatu matriks yang ditentukan oleh banyak baris
dan banyak kolom pada matriks itu

pengurangan matriks jika matriks A danB adalah matriks-matriks yang
berordomxn, pengurangan matrik®\ dengan matriksB didefinisikan
sebagai jumlah antara matriks dengan lawan dari matrikB

penjumlahan matriks penjumlahan dua matriks dilakukan dengan cara
menjumlahkan elemen-elemen matriksdanB yang seletak

perilaku ujung perilaku dari suatu grafik ketika« mendekati tak hingga
atau negatif tak hingga

perkalian matriks jika matriks A adalah matriks berordmxn danBadalah
matriks berordonxp, ada matriksC yang merupakan hasil perkalian
matriks A dengan matriksB atau C=AB. Matriks C berordomxp dan
elemen-elemern:”. dihitung dengan cara mengalikan elemen barisike-
pada matriksA terhadap elemen kolom kepada matriksB, kemudian
ditambahkan hasilnya
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perkalian matriks dengan skalar jika matriks A matriks yang berordo
mxn dan k adalah bilangan realk(sering disebut skalar), makiaA
menyatakan matriks yang diperoleh dengan mengalikan setiap elemen
pada matriksA dengank

polinomial  bentuk aljabar yang berupa monomial atau penjumlahan dari
dua atau lebih monomial

posisi baku suatu sudut dikatakan dalam posisi baku jika sudut tersebut
memiliki sisi awal sumbX SRVLWLI GDQ SXVDW SXWDUDQQ\D C

refleksi transformasi yang memindahkan tiap titik pada bidang dengan
menggunakan sifat bayangan oleh suatu cermin

rotasi transformasi yang memindahkan suatu titik dengan cara memutar
titik tersebut sejaulw derajat terhadap suatu titik tertentu

sudut negatif sudut yang putarannya searah dengan putaran jarum jam

sudut positif sudut yang putarannya berlawanan arah dengan putaran
jarum jam

sudut di dalam trigonometri, sudut dapat dipandang sebagai perputaran
sinar garis dari sisi awal menuju sisi akhir

suku utama suku dari fungsi polinomial yang memiliki derajat tertinggi

teorema factor suatu teorema yang menyatakan bahwac merupakan
faktor dari polinomialP(x) jika dan hanya jikeP(c

teorema sisa suatu teorema yang menyatakan bahwa jika polinoniéd)
dibagi dengarx—c, sisanya sama deng&Xc)

transformasi geometri perubahan posisi atau ukuran dari suatu objek geometri
(titik, garis, kurva, dan himpunan titik-titik klain) pada bidang

translasi transformasi yang memindahkan suatu titik pada bidang dengan arah
dan jarak tertentu
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I Profil Penulis

Nama Lengkap : Dr. Al Azhary Masta, M.Si.

Email . alazhari.masta@upi.edu

Alamat Kantor : FPMIPA Universitas Pendidikan
,QGRQHVLD -0 'U 6}t 5L 1R
.RWD %DQGXQJ -DzZD

Bidang Keahlian : Matematika Analisis

Riwayat Pekerjaan/Profesi
1. Dosen Program Studi S1 Matematika FPMIPA Universitas Pendidikan
,QGRQHVLD E VHNDUDQJ
Riwayat Pendidikan dan Tahun Belajar
1. 6 ODWHPDWLND ,QVWLWXW 7HNQRORJL %DQGXQJ
2. 6 ODWHPDWLND ,QVWLWXW 7HNQRORJL %DQGXQJ
6 ODWHPDWLND 8QLYHUVLWDY 3HQGLGLNDQ ,QG
Judul Buku yang Pernah Ditelaah/Editor (10 tahun terakhir)
1. %XNX GLJLWDO SXVDW SHUEXNXDQ XQWXN 3URJUD
2. Buku Siswa Matematika SMA/MA/SMK kelas X. Penerbit Pusat
XULNXOXP GDQ B3HUEXNXDQ %DOLWEDQJ .HPGLNE
Buku Guru Matematika SMA/MA/SMK kelas X. Penerbit Pusat
XULNXOXP GDQ 3HUEXNXDQ %DOLWEDQJ .HPGLNE
Judul Buku dan Tahun Terbit (10 Tahun Terakhir)
1. ODWK 3URMHFW 3HPEHODMDUDQ ODWHPDWLND %H!
untuk kelas | SD, IV SD, VII SMP. Penerbit Yrama Widya Bandung pada
WDKXQ
2. Buku Siswa Matematika Peminatan SMA/MA/SMK kelas X. Penerbit
3XVDW . XULNXOXP GDQ 3HUEXNXDQ %DOLWEDQJ
Buku Guru Matematika SMA/MA/SMK kelas X. Penerbit: Pusat
XULNXOXP GDQ BHUEXNXDQ %DOLWEDQJ .HPGLNE
Judul Penelitian dan Tahun Terbit (10 Tahun Terakhir)
1. Hasil Penelitian selengkapnya dapat dengan id berikut.

Id Scopus
Id Google Scholar FIN308%$$3$%-
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I Profil Penulis

Nama Lengkap : Yosep Dwi Kristanto, M.Pd.

Email : yosepdwikristanto@usd.ac.id

Instansi : Universitas Sanata Dharma

$ODPDW ,QVWDQVL -0 $,DQGL OULFDQ &DWXU
Depok, Sleman, DIY

Bidang Keahlian : Pendidikan Matematika

Riwayat Pekerjaan/Profesi
1. Dosen Program Studi Pendidikan Matematika, Universitas Sanata
'KDUPD <RJ\DNDUWD E VHNDUDQJ

Riwayat Pendidikan dan Tahun Belajar

1. S2: Program Pascasarjana/Pendidikan Matematika/Universitas Negeri
6XUDED\D E

2. Sl: Fakultas Matematika dan llmu Pengetahuan Alam/Pendidikan
ODWHPDWLND 8QLYHUVLWDY 1HJHUL 0ODODQJ

Judul Buku yang Pernah Ditelaah/Editor (10 tahun terakhir)

1. OHWRGH 6WDWLVWLN -LOLG

2. OHWRGH 6WDWLVWLN -LOLG
6XSHU ORGXO ODWHPDWLND 603 07V .HODV 9,, 9
Aljabardan7ULJRQRPHWUL
ODWHPDWLND /DQJNDK "HPL /DQJNDK XQWXN 60%

Judul Buku dan Tahun Terbit (10 Tahun Terakhir)

1. Towards a mathematics textbook for supporting 21st century learning:
LH VWXGHQW SHUVSHFWLYH

2. Using network analysis for rapid, transparent, and rigorous thematic
DQDO\WLYV $ FDVH VWXG\ RI RQOLQH GLVWDQFH (
Listening to the student voice on emergency remote teaching during
WKH SDQGHPLF FULVLYV
Development and validation of a test instrument to measure pre-
service mathematics teachers’ content knowledge and pedagogical
content knowledge
Technology-enhanced pre-instructional peer assessment: Exploring
VWXGHQWVN SHUFHSWLRQV LQ D 6@4 \&ILVWLFDO

Portofolio selengkapnya dapat dilihat di lama®?S  SHR 3 I
usd.ac.id/~ydkristanto/.




I Profil Penulis

1DPD /HQJNDS (O\GD <XO0O-DQC

(PDLO HO\GD\XO-DQD#JP P
Instansi : SMA Negeri 7 Yogyakarta

$ODPDW ,QVWDQVL -O 07 +DU R

Suryodiningratan, Kec.
Mantrijeron, Kota Yogyakarta, Daerah Istimewa
Yogyakarta

Bidang Keahlian : Guru Matematika

Riwayat Pekerjaan/Profesi (10 Tahun Terakhir):

1. *XUX PDWHPDWLND GL 603 1HJHUL -HWLV %DQW X(

2. *XUX PDWHPDWLND GL 60% 1HJHUL <RJ\DNDUWD

Riwayat Pendidikan dan Tahun Belajar:

1. BHQGLGLNDQ 3URIHVL *XUX 8QLYHUVLWDYV 6DQDWI

2. Sl: Fakultas Keguruan dan Iimu Pendidikan/ Pendidikan Matematika/
8QLYHUVLWDY 6DUMDQDZL\DWD 7DPDQVLVZD <RJ\D

Judul Buku dan Tahun Terbit (10 Tahun Terakhir):

1. <XO-DQD ( -DODQ OHQXMX *XUX \DQJ OHQFLC
Murah Hati. In Eko Budi Santoso (Ed.), Jalan Menuju Guru Matematika
\DQJ OHQFLQWDL $QDN 'LGLN GDQ 3URIHVLQ\D SS
Sanata Dharma University Press.
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I Profil Penulis

Nama Lengkap : Muhammad Tagiyuddin
Email : tagimathed@gmail.com
Instansi D

Alamat Instansi -
Bidang Keahlian : Pendidikan Matematika
Riwayat Pekerjaan/Profesi (10 Tahun Terakhir)

1. $VLVWHQ 'RVHQ
2. *XUX ODWHPDWLND 6HNRODK OHQHQJDK

Riwayat Pendidikan dan Tahun Belajar

1. 6 6HNDUDQJ 3HQGLGLNDQ ODWHPDWLND 8Q
Selandia Baru
2. 6 SHQGLGLNDQ ODWHPDWLND 8QLYHUVL
Serikat
6 SBHQGLGLNDQ ODWHPDWLND 8QLYHUVI

Indonesia, Bandung

Judul Penelitian dan Tahun Terbit (10 Tahun Terakhir)

1. 3UH VHUYLFH WHDFKHUVN RSHUDWLYH DQG -JXUL
YDULDEOH LQHTXDOLW\

2. $QDOLVLVY EXNX PDWHPDWLND NXULNXOXP GD

$ I1RWH RQ ,QFOXVLRQ 3URSHUWLHYV RI :HLJKWH ¢

Analisis Buku Matematika Sekolah Menengah Atas Pada Topik
7TXUXQDQ
Telaah buku matematika Indonesia pada topik pertidaksamaan
PDWHPDWLND
Inclusion properties of Orlicz spaces and weak Orlicz spaces generated
E\ FRQFDYH IXQFWLRQV

7. $QDO\VLV RI MXQLRU KLJK VFKRRO VWXGHQWVN I
LQHTXDOLW\ SUREOHP
Miskonsepsi siswa sekolah menengah pertama pada topik

SHUWLGDNVDPDDQ OLQHDU VDWX Y_DULDEHO
Ol Dl

' GUEZ+4$%$%$%-@
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I Profil Penelaah

Nama Lengkap : Prof. Dr. Sunardi, M.Pd

(PDLO VXQDUGL ;LS#XQ' 5

Akun Facebook -

Alamat Kantor : FKIP Universitas Jember, JI.
.DOLPDQWDQ QRPRU U

Bidang Keahlian : Pendidikan Matematika

Riwayat pekerjaan/profesi
1. Dosen Program Studi S1 dan S2 Pendidikan Matematika FKIP
8QLYHUVLWDYV -HPEHU E VHNDUDQJ
2. 'RVHQ 3HQJXML 'LVHUWDVL 6 3URJUDP 6WXGL 3HQGLG
8QLYHUVLWDV 1HJHUL 0DODQJ GDQ 8QLYHUVLWDV 1HJI
sekarang)
.HWXD 3DQLWLD 3HODNVDQD 6HUWL-NDVL *XUX 5D
E
Ketua Tim Pengembangan Kurikulum Pendidikan Matematika FKIP
8QLYHUVLWDYV -HPEHU
*XUX ODWHPDWLND GL 60% E

Riwayat Pendidikan Tinggi dan Tahun Belajar

1. 6 3HQGLGLNDQ ODWHPDWLND 8QLYHUVLWDV 1HJF

2. 6 3HQGLGLNDQ ODWHPDWLND ,.,3 0DODQJ WDKXQ
6 3HQGLGLNDQ ODWHPDWLND ,.,3 0ODODQJ WDKX(

Judul Buku yang Pernah Ditelaah/Editor (10 tahun terakhir)

1. Buku Guru dan Buku Siswa Matematika Untuk Program Peminatan
60%$ 0$ .HODV ;

2. %XNX *XUX GDQ %XNX 6LVZD ODWHPDWLND 60% 60.
%XNX *XUX GDQ %XNX 6LVZD ODWHPDWLND 603 07V
(Editor)
ODWHPDWLND )LVLND
ODWHPDWLND )LVLND
6WUDWHJIJL %HODMDU OHQJDMDU ,3%

Judul Buku dan Tahun Terbit (10 Tahun terakhir)

1. 3HQDODUDQ ODWHPDWLND +LPSXQDQ 5HODVL GDC
2. THRUL GDQ 6RDO 6RDO *HRPHWUL $QDOLWLND %LG
6WUDWHIJL %HODMDU OHQJDMDU ODWHPDWLND

ORGHO RI 7THDFKLQJ DQG /HDUQ L @@hrgaE

I_:____.'l-.
Judul Penelitian dan Tahun Terbit (10 Tahun terakhir) f"ljg?__
1. -XGXO 3HQHOLWLDQ GDQ 3XEOLN ID"":"_'lz:-.é.'i SDW GLOLF

Z22Z VFRSXV FRP DXWKLG GHWDLO XUL'DXWKRU,G
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I Profil Penelaah

Nama Lengkap : Dr. Kiki Ariyanti Sugeng

Email : kiki@sci.ui.ac.id

Instansi : Universitas Indonesia
$ODPDW ,QVWDQVL .DPSXV 8,
Bidang Keahlian : Matematika

Riwayat Pekerjaan/Profesi
1. 'RVHQ 8, VHNDUDQJ

Riwayat Pendidikan dan Tahun Belajar
1. 6 ODWHPDWLND 8,
2. 6 ODWHPDWLND ,7%
6 ODWHPDWLND )HGHUDWLRQ 8QLYHUVLW\ D Q

Judul Buku dan Tahun Terbit
1. 7THRUL *UDI GDQ $SOLNDVLQ\D

Judul Penelitian dan Tahun Terbit
1. 6XJHQJ . $ b6LODEDQ '5 b%DID 0 b6HPDQLIRY
LQFOXVLYH GLVWDQFH YHUWH[ LUUHJXODU JUDS

2. Lu,J., Peng,J., Chen,J., Sugeng, K.A., Prediction method of autoregressive

moving average models for uncertain time series , International Journal

Rl *HQHUDO 6\VWHPV SS E

Septiyanto, F. Sugeng, K.A., Rainbow connection number of generalized

composition, AKCE International Journal of Graphs and Combinatorics,

SS E

Utami, B., Sugeng, K.A., Utama, S., On inclusive d-distance irregularity

strength on triangular ladder graph and path, AKCE International

-RXUQDO RI *UDSKYVY DQG &RPELQDWRULFV

Judul lain dapat dilihat di:

K?SV ZZZ VFRSXV FRP DXWKLG GHWDLO XUL"DX\

K?SV VFKRODU XL DF LG HQ SHUVRQV NLNL DUL)
SEE EENOE
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I Profil llustrator

Nama Lengkap > Yol Yulianto

Email : yolyulianto@gmail.com

,x K?SV ZZ2Z LQVWDJL
yolyulianto/

$ODPDW ,QVWDQVL 7DPDQ 5HF V %ORN 5
Citra Raya Tangerang

Bidang Keahlian : llustrasi

Riwayat pekerjaan/profesi dalam 10 tahun terakhir:

1. , OXVWUDWRU ODMDODK $QDN ,QD WDKXQ

2. ,O0XVWUDWRU ODMDODK 2UL .RPSDV *UDPHGLD WD
,OXVWUDWRU ODMDODK 6XSHUNLGV -XQLRU WDKX
,OXVWUDWRU J)UHHODQFH WDKXQ VHNDUDQJ

Riwayat Pendidikan Tinggi dan Tahun Belajar:
1. 6" 1HJHUL 3DQJJXQJ ©6HPDUDQJ WDKXQ EHODMDU
2. 603 1HJHUL 6HPDUDQJ WDKXQ EHODMDU

60%$ 1HIJHUL 6HPDUDQJ WDKXQ EHODMDU

)7 SUVLWHNWXU 8QGLS 6HPDUDQJ WDKXQ EHODMD

Judul Buku dan Tahun Terbit (10 Tahun Terakhir):
5XPDK $MDLE 3HQHUELW (OD[PHGLD .RPSXWLQGR
.DUQDYDO /ROL 3HQHUELW (OD[PHGLD .RPSXWLQ
6HUL % XNX 6WLNHU .RODVH 3HQHUELW %KXDQD |,
&HULWD 5DN\DW 1XVDQWDUD 3HQHUELW %KXDQD
6LUL &HULWD %HULUDPD 3HQHUELW 376 0DOD\VL
6HUL .RPLODJ 'LUHNWRUDW 3%$8' GDQ 'LNPDV WL
6HUL $NX $QDN &HUGDV 3HQHUELW %KXDQD ,0PX
6HUL SNWLYLWDV $QDN 3HQHUELW %KXDQD ,0OF
6HUL 7DQJJIJXK %YHQFDQD 'LUHNWRUDW 3%$8' GDQ "'l

Penghargaan:
-XDUD 3HUWDPD /RPED .RPLN '"HSDUWHPHQ $JDPD V
-XDUD 3HUWDPD /RPED ODVNRW 3LONDGD .DE 3LGL
-XDUD 3HUWDPD /RPED ODVNRW 3LONDGD .DE ODPL
/LPD NDU\D WHUEDLN /RPED ODVN ;
-XDUD 3HUWDPD /RPED ODVNRW 3LBXB#ED .RWD %LV
-XDUD 3HUWDPD /RPED ODVNRW 3L G# e .RWD 0DQC
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I Profil 3HQ\XQWLQJ

Nama Lengkap . Seni Asiati, M.Pd

Email . seniasiatibasin@gmail.com

Alamat Kantor : Jalan Gereja Tugu Semper Jakarta Utara
Bidang Keahlian : Penulis dan editor

Buku yang Pernah Ditelaah, Direviu, Dibuat Ilustrasi, dan/atau Dinilai
(10 Tahun Terakhir):
1. Editor Buku Teks Pelajaran Seni Budaya Kelas VII, VIII Puskurbuk

.HPHQGLNEXG GDQ

2. Editor Buku Teks Pelajaran Prakarya Kelas VII Puskurbuk Kemendikbud
(GLWRU %XNX 7HNV 3HODMDUDQ 3-2. .HODV 9,, GD
.HPHQGLNEXG GDQ
(GLWRU %XNX 7HPDWLN 6' .HODV ,, GDQ .HODV 9 3
(GLWRU %XNX 7HNV 3VLNRORJL /DQVLD .HODV ; 3X

(GLWRU %XNX *XUX 6HQL OXVLN .HODV ,9 GDQ NH
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I Profil Penata Letak (Desainer)

Nama Lengkap : Dono Merdiko

(PDLO GRQRHP #JPDLO FRP
Instansi : Independen

$ODPDW ,QVWDQVL -O $NPDOLDK 1R
Bidang Keahlian : Desainer Buku

Riwayat Pekerjaan/Profesi (10 Tahun Terakhir)
1. 3BHQDWD /HWDN OL]DQ *URXS
2. 3HQDWD /HWDN 3HQHUELW .DV\DI
SHQDWD /HWDN %73 7THPDWLN 3XVDW . XULNXOXP C

Riwayat Pendidikan dan Tahun Belajar
1. %LQD 6DUDQD ,QIRUPDWLND ODQDMHPHQ ,QIRUPD

Buku yang Pernah dibuat llustrasi/desain (10 tahun terakhir)
1. % XNX 6HUL 7THPDWLN 3XVDW . XULNXOXP GDQ 3HUE
2. %XNX $JDPD OL]DQ *URXS

%XNX $JDPD 3HQHUELW .DV\DI
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